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گزيده�اى از سؤالات مسابقه�ى

رياضى شهر نيومكزيكو

 ô«RÝ
. كوچك�ترين جمله�ى دنباله�ى زير را به�دست آوريد:١
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 را چنان بيابيد كه داشته باشيـم:b و a. ال+) عددهاى طبيعى ٢
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8

= a + b.

ب) نشان دهيد كه عبارت 
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)nبه�ازاى 
، همواره برابر يك عدد صحيح زوج است.nهر عدد طبيعى 

، فرض كنيد nج) براى هر عدد طبيعى 
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 زوجيتkn و nعلامت جزء صحيح است). نشان دهيد كه همواره 
متفاوت دارند.

 بيابيد، به�طـورى كـهk. يك شرط لازم و كافى براى پارامـتـر ٣
2sin  معادله�ى  θ + k cosθ =  داراى جواب باشد.7

. مجموع دوازده زاويه�اى را كه در شكل مشخـص شـده�انـد،٤

به�دست آوريد.

 نقطه�اى در صفحه�ى مثلث متساوى�الاضـلاعP. فرض كنيـد ٥
ABC باشد و هر سه مثلـث PAB ،PBC و PCAمتساوى�الساقيـن 

 وجود دارد؟Pباشند. چند وضع براى نقطه�ى 
 است وAB نقطه�اى متغير روى پـاره�خـط P. در شكل زيـر، ٦

 متساوى�الاضلاع هستند. مكان هندسـىRPB و QABمثلث�هـاى 
 را به�دست آوريد.BQ و AR، محل برخورد Kنقطه�ى 
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AC   قطر دايـره اسـت و AB. در شكـل زيـر، ٧ = DC =  و3
  DB = . اندازه�ى شعاع دايره چيست؟7

qŠ
. با توجه به نابرابرى واسطه�هاى حسابى�ـ هندسى و جمـلـه�ى١

عمومى دنباله مى�توان نوشت:

  
an = n

6
+ 96

n
≥ 2

n
6

× 96
n

= 2 4 = 4

 است. و  براى يافتن٤يعنى كوچك�ترين جمله�ى دنباله مساوى 
شماره�ى اين جمله، توجه مى�كنيم كه برابرى در نابرابرى واسطه�هاى

aحسابى�ـ هندسى وقتى پيش مى�آيد كه  = b:باشد؛ يعنى 

  

n
6

= 96
n

⇒ n = 6 × 96 = 24

بنابراين كوچك�ترين جمله�ى اين دنباله، جمله�ى بيست�و�چهارم،
a24  يعنى  =  است.4

. ال+) به روش�هاى گونـاگـونـى مـى�تـوان مـقـدار ٢
  
tg

3π
8

 را

بـه�دسـت آورد. يـكـى از آن�هـا، اسـتــفــاده از اتــحــاد مــثــلــثــاتــى

  
tg

x
2

= sin x
1+ cos x

 است كه به�عنوان تمرين مى�توانيد به سـادگـى آن

را اثبات كنيد. مى�توان نوشت:
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⇒ a = 1, b = 2

ب) با توجه به نتيجه�ى ال+ خواهيم داشت:
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حال اگر با استفاده از بسط دو جمله�اى نيوتون به صورت زير:
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پرانتـزهـا را بـسـط دهـيـم، عـبـارت�هـاى گـنـگ بـا هـم حـذف و
عبارت�هاى گوياى برابر، دو�به دو با هم جمع مى�شوند و يك عبارت

 به�دست مى�آيد:٢مضرب 
  (1+ 2)n + (1− 2)n = 2t

ج) با توجه به نتيجه�ى ب خواهيم داشت:

  
(tg

3π
8

)n = (1+ 2)n = 2t − (1− 2)n

−1  و با توجه به اين�كه   فرد باشد،n عددى منفى است، اگر 2

  − (1− 2)n مثبت و اگر nزوج باشد، منفى خواهد بود. با توجـه 
−1  به اين�كه قدر�مطلق  −1)   كمتر از يك است، قدر�مطلق 2 2)n

نيز كمتر از يك خواهد بود. لذا 
  
(tg

3π
8

)n 2   تفاضل عدد زوجtاز 

 فرد باشد، اين مقدار ازnيك عدد، كمتر از يك است. بنابراين، اگر 

  2t :تجاوز مى�كند و درنتيجه 
  
kn = (tg

3π
8

)n⎡
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= 2tو به ازاى .

n :هاى زوج نيـز�  kn = 2t  از نظر زوجـيـتkn و n. بنابـرايـن 1−
نقطه�ى مقابل يكديگر هستند.

 شناخته شده و كلاسيك در مثلـثـاتً. اين يك مسئله�ى كامـلا٣
است. در�واقع قضيه�اى شناخته�شده مى�گويـد: شـرط لازم و كـافـى

aبراى آن�كه معادله�ى  sin x + b cos x = cداراى جواب باشد، آن 
a  است كه: 

2 + b2 ≥ c2.
به عنوان تمرين سعى كنيد اين رابطه را اثبات كنيد. براى اين�منظور

بنويسيد:

a sin x + b cos x = c ⇒ sin x + b
a

cos x = c
a

bحال فرض كنيد: 
a

= tgϕ:و از آن�جا نتيجه بگيريد 

sin x + tgϕ cos x = c
a

⇒ sin x cosϕ + cos x sin ϕ
cosϕ

= c
a

⇒ sin(x + ϕ) = c
a

cosϕ

 به�دست آوريد و با توجه بهb و a را برحسب cosϕحال مقدار 
sin(x  اين�كـه  + ϕ) ، نتيجه�ى فوق را اثبات كـنـيـد. اكـنـون بـا1≥

استفاده از اين دستور، حل مسئله بسيار آسان مى�شود:
  2sin θ + k cosθ = 7

  k ≤ − ⇒   يا 3 22 + k2 ≥ ( 7 )2 ⇒ k2 ≥ 3 ⇒ k ≥ 3
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 آسانى است! كافى است از ويژگى مجمـوعً. مسئله�ى نسبتـا٤
زواياى داخلى مثلث�ها و زاويه�هاى خارجى استفاده كنيم. اگر مطابق

شكل زير زوايا را نام�گذارى كنيم، خواهيم داشت:

  g + h + a + b = 2 ×180o و   g + h + i = 180o

  ⇒ a + b = 180o + i

c  بـه طـريـق مـشـابـه نـتـيــجــه مــى�شــود:  + d = j +180oو 
  e + f = k +180oو با تـوجـه بـه ويـژگـى زاويـه�هـاى خـارجـى در 

مثلث، به�سادگى نتيجه مى�شود كه مجموع دوازده زاويه�ى مورد نظر
:f و a ،b ،c ،d ،eبرابر است با مجموع زواياى 

a + b + c + d + e + f = (i + j + k

180o
124 34

) + 3 ×180o = 4 ×180o = 720o

. كافى است به شكل زير توجه كنيد:٥

 را در شكل عـلامـتPاز آن�جا ده جواب متمايز براى نـقـطـه�ى 
بزنيد.
. يك ايده�ى بسيار جالب براى حل مسئله، توجه به اين نكته٦

 به�عنوان مركز دوران، مى�تـوانPاست كه با در نظر گرفتن نقطـه�ى 
Q را دوران�يافته�ى A حول P 60   به اندازه�ىo و Bرا دوران�يافته�ى 
R حـول P 60   و بـه انـدازه�ىo در نظـر گـرفـت. لـذا پـاره�خـط BQ

 اسـت و از قـضـايـاى60o   به انـدازه�ى P حـول ARدوران�يـافـتـه�ى 
تبديل�هاى هندسى مى�دانـيـم، دوران�يـافـتـه�ى هـر پـاره�خـط، بـا آن

AKQ∠  زاويه�اى مساوى زاويه�ى دوران مى�سازد؛ يعنى:  = 60o.

AKB∠  درنتيـجـه:  = 120o و چـون ABثابت است، لـذا مـكـان 
 است.AB تحت پاره�خط 120o  ، كمان درخور زاويه�ى Kهندسى 

. مسئله�ى خوبى است كه راه�هاى گوناگونى براى حل آن وجود٧
»بطلميـوسدارد. يك راه، استفاده از قضيه�اى موسوم به «قضيـه�ى 

 است. اين قضيه مى�گويد:ABCDدر مورد چهار�ضلعى محاطـى 
AB × CD + AD × BC = AC × BD )اثبات قضيه را مـى�تـوان

در بسيارى از كتاب�هاى هندسه ديد).

اكنون با توجه به اين قضيه و با توجه به اين�كه زاويه�ى محـاطـى
 است و به كمك قضيه�ى فيثـاغـورس،90o  روبه�رو به قطر مسـاوى 

مى�توان نوشت:

AC × BD + CD × AB = BC × AD

  ⇒ 3 × 7 + (2R) = xy ⇒ xy = 6R + 21,

  x = AB2 − AC2 = 4R2 − 9

  y = AB2 − BD2 = 4R2 − 49 ⇒ (4R2 − 9)(4R2 − 49)

  = 6R + 21⇒ (2R − 3)(2R + 3)(2R − 7)(2R + 7)

  = 9(2R + 7)2 ⇒ (2R − 3)(2R + 3)(2R − 7) = 9(2R + 7)

2R  و با فرض  = tو پس از ساده�كردن رابطه�ى فوق، به معادله�ى 
  t

3 − 7t2 −18t = : مى�رسيم كه از حل آن خواهيم داشت0

  t(t2 − 7t −18) = 0

  
⇒ t(t − 9)(t + 2) = 0⇒ t = 9 ⇒ R = 9
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