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pوجود داشته باشند، به قسمى كـه:  Si{ }( ) ≠ p Sj{ }( ، در اين(
 بايد احتمال همه�ى پيشامدهاى ساده�ىp(A)صورت براى محاسبه�ى 

A:را با هم جمع كنيم؛ يعنى 

  
p(A) = p S1{ }( )+…+p Sk{ }( )

p(A)در واقـع، از رابــطــه�ى  = n(A)
n(S)فـقـط در فــضــاهــاى 

هم�شانس مى�توان استفاده كرد.
بنابراين، اگر فرمول احتمال شرطى را به�صورت زير ساده كنيم،

يعنى بنويسيم:

p(A B) = p(AIB)
p(B)

=

n(AIB)
n(S)
n(B)
n(S)

= n(AIB)
n(B)

فقط زمانى حق داريم از ساده شده�ى اين فرمول استفاده كنيم كه
، فضايى هم�شانس تعريB شده باشد.Sفضاى نمونه�اى 

به مثال زير توجه كنيد:

S اگر مثال: = a, b, c, d{ ، به طورى كه {
  
p a, b{ }( ) = 1

5
 و

p a{ }( ) = p b{ }( p و ( c{ }( ) = p d{ }( ، در ايـــــن صــــــورت(
مطلوب است محاسبه�ى:

احتمال شر
طى در
فضاهاى هم�شانس و

غير�هم�شانس
حميدر  ●

ضا اميرى

 (هرB به شرط آن�كه پيشامد Aمى�دانيم، احتمال رخداد پيشامد 
) رخ داده باشد، از رابطـه�ى زيـر بـه�دسـتSدو از فضاى نمـونـه�اى 

مى�آيد:

p(A B) = p(AIB)
p(B)

S  از طرف ديـگـر مـى�دانـيـم، اگـر  = s1, s2,…, sn{  فـضـاى{
A يك پديده يا آزمايش تصادفـى بـاشـد و ِنمونـه�اى ⊆ Sپيشامـدى 

 بــاشــد و فــرض كــنــيــم:S ِتــصــادفــى در فــضــاى نــمــونــه�اى

  A = s1, s2,…, sk{  دوp(A)، در اين صورت براى محاسـبـه�ى {
حالت در نظر گرفته مى�شود:

j و i هم�شانس باشد، يعنى براى هـر S. اگر فضاى نمونه�اى ١

داشته باشيم: 
  
p Si{ }( ) = p Sj{ }( ) = 1

n
 در اين صورت:،

p(A) = n(A)
n(S)

= k
n

kكه در واقع، 
n

A همان مجموع احتمال پيشـامـدهـاى سـاده�ى 

است، يعنى:

  
p(A) = p S1{ }( ) + p S2{ }( )+…+p Sk{ }( ) = 1

n
+…+ 1

n
= k

n

اىj و i غير�هم�شانس باشد، يعـنـى S. اگر فضاى نمـونـه�اى ٢
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p a, b, c{ } b, c, d{ }( ) )Bال
p d{ } b,d{ }( ب( (

 فضايى غير�هم�شانس است. پس ابتـداS واضح است كه حل:
احتمال هر پيشامـد سـاده�ى فـضـا را مـى�يـابـيـم (پـيـشـامـد سـاده بـه

پيشامدهاى تك�عضوى گفته مى�شود).

  
p a, b{ }( ) = p a{ }( ) + p b{ }( ) = 1

5

                                                                                                                   
فرض

  
⇒ p a{ }( ) + p a{ }( ) = 1

5
⇒ p a{ }( ) = 1

10
= p b{ }( )

  p(S) = 1⇒ p a{ }( ) + p b{ }( ) + p c{ }( ) + p d{ }( ) = 1

                                                                                                                                               
فرض

  
⇒ p c{ }( ) + p c{ }( ) = 1− 1

5
= 4

5
⇒ p c{ }( ) = 2

5

           
  
⇒ p d{ }( ) = 2

5

p a, b, c{ } b, c, d{ }( ) =
p a, b, c{ }I b, c, d{ }( )

p b, c, d{ }( ) )Bال

   =
p b, c{ }( )

p b, c, d{ }( ) =
p b{ }( ) + p c{ }( )

p b{ }( ) + p c{ }( ) + p d{ }( )

                                   
  

=

1
10

+ 2
5

1
10

+ 2
5

+ 2
5

=

5
10
9
10

= 5
9

p d{ } b,d{ }( ) =
p d{ }I b,d{ }( )

p b,d{ }( ) =
p d{ }( )

p b{ }( ) + p d{ }( ب( (

                                  
  

=

2
5

1
10

+ 2
5

=

2
5
5
10

= 4
5

p(A بخواهيم از رابطه�ى به اشتباهحال اگر  B) = n(AIB)
n(B)

استفاده كنيم، خواهيم داشت:

  
p a, b, c{ } b, c, d{ }( ) =

n b, c{ }( )
n b, c, d{ }( ) = 2

3 )Bال

  
p d{ } b,d{ }( ) =

n d{ }( )
n b,d{ }( ) = 1

ب( 2

كه در هر دو مورد جواب غلط است. بنابرايـن، تـوجـه بـه ايـن
مطلب اهميت دارد كه در فضاهاى غيرهم�شانس، هيچ�گاه نبايـد از

p(A)رابطه�ى  = n(A)
n(S).استفاده كرد 

منظور اصلى�ام را از نوشتن اين مقاله، با ذكر يك مثال و در واقع
طرح يك سؤال و ايجاد چالشى بيان مى�كنم!

 خانواده�اى دو فرزند دارد. اگر بدانيم يكى از فرزندان اينمثال:
خانواده پسر است، چه�قدر احتمال دارد فرزند ديگر هم پسر باشد؟

 واضح است كه فضاى نمونه�اى ايـن پـديـده يـك فـضـاىحل:
هم�شانس است. يعنى اگر

S{(د و پ) و (پ و د) و (د و د) و (پ و پ)}= 

فضاى نمونه�اى باشد، همواره:

  
= 1

4
p=({پ�و�پ)})p=({د�و�د)})p= ({(پ�و�د)})p{د �و�پ})(

يعنى:

  
= 1

2
× 1

2
= 1

4
p  = ({(پ�وپ)})pاولى پسر و دومى پسر)( 

  
= 1

2
× 1

2
= 1

4
p= ({(پ�و�د)})p اولى دختر و دومى پسر)( 

قبل از اين�كه بخواهيم مسئله را از طريق فرمول احتمال شرطـى
حل كنيم، به طور معمول و طبيعى چه جوابى براى مسئلـه بـه ذهـن

 يك فرزند چه�قدر است؟ بله درستِشما مى�رسد؟ احتمال پسر بودن

فكر كرده�ايد. احتمـال 
  

1
2

 است. در واقع اگر خانواده�اى هر تعـداد
فرزند داشته باشد، احتمال آن كه يكى از آن�ها (فرق نمى�كـنـد كـدام

يكى، اولى، دومى،… يا آخرى) پسر باشد، همواره 
  

1
2

 است.

حالا همين مسئله را از طريق احتمال شرطى حل مى�كنيم؛ يعنى
 فضاى نمونه�اى. مى�دانيم كه گذاشتـن شـرط روىِبا محدود كـردن

هر مسئله�ى احتمال، فضاى نمونه�اى را محدود مى�كند. در اين مثال
نيز چون شرط كرده�ايم يكى از فرزندان اين خانواده پسر است، پس

 پيشامـدىBحالت (د و د) از بين مى�رود. يعنى اگر فرض كـنـيـم، 
 پيشامد مطلوبى كه به دنبال محاسـبـه�ىAباشد كه رخ داده اسـت و 

احتمال آن هستيم، خواهيم داشت:
A و {(پ�و�پ)}=B{(د�و�پ) و (پ�و�د) و (پ�و�پ)}=

  
⇒ p(A B) = n(AIB)

n(B)
= 1

3

به نظر شما كدام جواب، جواب واقعى و صحيح است: 
  

1
3

 يا

  

1
2

؟ اگر 
  

1
2

 جواب صحيح است، اشتباه كجا صورت گرفته؟ حـال
اگر بخواهيم همين مسئله را از طريق «قانون بيز» حل كـنـيـم، كـدام

يك از دو جواب تأييد مى�شود؟
 پيشامد آن باشد كه فرزند ديگر هم پسر باشد (هرAفرض كنيم 

 پيشامد آن باشد كه يكى از فرزندان پسر باشد. پس بهBدو پسر)، و 



م  
فده

ى ه
وره�

د
     

  
ه�ى�

مار
ش

ز٢
ان 

ست
م

١٣٨
٦

١٧

متو
سطه

p(Aدنبال همان  B):هستيم كه طبق قانون بيز داريم 

p(A B) = p(A)
p(B)

× p(B A)

  p(B A) =  و 1
  
p(B) = 2

4
= 1

2
 و 

  
p(A) = 1

4

)p(B A)كه يكى پسر باشد. اگر بدانيم هر دو� يعنى احتمال آن
 است.)١پسرند، همواره اين احتمال 

  

p(A B) =

1
4
1
2

×1= 2
4

= 1
2

بنابراين مشاهده مى�شود، همان عددى كه قبل از حل مسئله نيز
حدس زده بوديد، براى اين احتمال حاصل مى�شود. لذا بايد اشتباهى

در محاسبه�ى عدد 
  

1
3

 صورت گرفته باشد!

در واقع اين اشتباه از آن�جا ناشى مى�شود كه ما توجه نكـرديـم،
زمانى كه شرطى روى يك مسئله گذاشته مى�شود و فضاى نمونه�اى

 گذاشته شده، فضاىِمحدود مى�شود، اين امكان وجود دارد كه شرط
 محدودِنمونه�اى را از حالت هم�شانس خارج كند و فضاى نمونه�اى

شده، به يك فضاى نمونه�اى غيرهم�شانس تبديل شود. به عـبـارت
 گذاشته شده چنان است كه ديگر در فضاىِديگر، گاهى اوقات شرط

 حاصل، احتمال هر عضو فضاى نمونه�اى با اعضاى ديگرِنمونه�اى
برابر نيست.

Bاى بـه صـورت زيـر تـعـريـ�در مثال فوق، ابتدا فضاى نـمـونـه
مى�شود.

S{(پ�و�د) و (د�و�پ) و (د�و�د) و (پ�و�پ)}= 

وقتى شرط مى�كنيم كه «يكى از فرزندان پـسـر اسـت»، واضـح
 محدود�شده بهِ حذف و فضاى نمونه�اىSاست كه حالت (د و د) از 

 حاصل مى�شود. حال´Sصورت {(د�و�پ) و (پ�و�د) و (پ�و�پ)}=
 يك فضـاى´Sعمال�شـده، ِاين سؤال پيش مى�آيد كـه آيـا بـا شـرط ا

هم�شانس است يا خير؟ يعنى اگر ما بدانيم يكى از فرزندان پسر است،
 چنينً (د و پ) با شانس (پ و پ) يكسان است؟ مسلـمـاِآيا شانس

نيست! در واقع، وقتى مى�دانيم يكى از فرزندان پسر است، شانس
هر دو پسر از يكى پسر و يـكـى دخـتـر بـيـشـتـر اسـت. پـس فـضـاى
غيرهم�شانس توليـد شـده اسـت و لـذا حـق نـداريـم در مـحـاسـبـه�ى

p(A)احتمال، از رابطه�ى  = n(A)
n( ′S )

 استفاده كنيم.

به يك مثال ديگر توجه كنيد:
A1   به ترتيب با اين ويژگى كه A3   و A2   و A1  اگر سه كارت 

 هرA3   يك طرف قرمز و يك طرف آبى و A2  هر دو طرفش قرمز و 
دو طرف آبى، مفروض باشند و اين سه كارت را در يك كيسه بريزيم
و يك كارت به تصادف خارج كنيم، به شرط آن�كه بدانيم يك طرف
كارت قرمز است، چه�قدر احتمال دارد طرف ديگر آن نيز قرمز باشد؟

 مهم درِبراى حل اين مسئله نيز اگر نكات ذكـر شـده و مـطـلـب
مسئله�ى قبل را در نظر نگيريم، جوابى اشتباه خواهيم يافت. به اين
ترتيب كه مى�گوييم چون مى�دانيم يك طرف كارت قرمز است، پس

S′   حاصل و محدود شده به صورت ِفضاى نمونه�اى = A1, A2{ }
هر دو طرف قرمز) خارج( A1  به دست مى�آيد و احتمال آن�كه كارت 

شده است، برابر است با 
  

1
2

 كه اين پاسخ اشتباه است. اما اگر به اين
 را به´S گذاشته شده روى مسئله، فضاى ِنكته توجه كنيم كه شـرط

فضايى غيرهم�شانس تبديل كرده است، از «قانون بيز» و قانون احتمال
)n يا n(A)كل كه در آن�ها از  ′S  استفاده نمى�شود، كمك مى�گيريم(

و به جواب درست هم خواهيم رسيد!
 پيشامد آن باشد كه هر دو طرف قـرمـز بـاشـدAحال فرض كنيـم 

 پيشامد آن باشد كه يك طرف كـارتB و ) انتخاب شـودA1  (كارت 
p(Aقرمز است. پس بايد  B):را محاسبه كنيم. طبق قانون بيز داريم 

p(A B) = p(A)
p(B)

× p(B A)

 به دو طريق مى�توان عمل كرد:P(B)هم�چنين براى محاسبه�ى 
 با توجه بهً يك طرف كارت را مستقيماِيكى آن�كه احتمال قرمز بودن

 مفروض، سه طرف آبى و سه طرف قرمز داريم،ِاين�كه در سه كارت

 يك طرف قرمز برابر است با ِپس احتمال قرمز بودن
  

3
6

 يا 
  

1
2

.

و راه ديگر، استفاده از قانون احتمال كل است. به اين ترتيب كه
. پس مـى�تـوانA3   و يا A2   است يـا A1   انتخـاب شـده يـا ِكـارت

نوشت:
  p(B) = p(B A1) × p(A1) + p(B A2) × p(A2) + p(B A3 ) × p(A3 )

  
⇒ p(B) = 1× 1

3
+ 1

2
× 1

3
+0× 1

3
= 1

3
+ 1

6
= 3

6
= 1

2

)  p(B A1)كه يك طرف قرمز باشد، بـه شـرط� يعنى احتمال آن
 است.)١ انتخاب شده كه اين احتمال A1  آن�كه بدانيم كارت 

 يك طرفِمشاهده مى�كنيد كه از هر دو راه، احتمال قرمز بـودن

كارت 
  

1
2

 است. پس مى�توان نوشت:

  

p(A B) = p(A)
p(B)

× p(B A) =

1
3
1
2

×1= 2
3

)P(A)كه كارت ِ يعنى احتمـال�P(B|A) انتخاب شود و A1   آن

A1  يعنى احتمال آن�كه يك طرف قرمز باشد، به شرط آن�كه بدانـيـم 

انتخاب شده است.)
بنابراين، در حل مسائل احتمال شرطى بايد به اين نكته توجه كنيم كه

ِعمال�شده روى مسئله، فضاى نمونـه�اىِدر مواردى ممكن است شـرط ا
محدود شده�ى غيرهم�شانس به�وجود آورد كه در ايـن شـرايـط بـراى حـل

 كل استفاده خواهيم كرد.ِمسئله از قوانينى چون قانون بيز يا قانون احتمال


