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رويكرد هندسى�ـ رويكرد جبرى
ش هندسهدر آموز

● 

محمدهاشم رستمى

بين فلاسفه�ى رياضى و تاريخ�دانان رياضى، اختلاف�نظر وجود
دارد كه آيا ابتدا مفاهيم مربوط به عدد در رياضيـات مـطـرح شـد، يـا
مفاهيم مربوط به نقطه، خط، صفحه و پيوستارهاى هندسى. ولـى
مسلم است كه تكامل رياضيات در ارتباط با پيشرفت�هاى دو رشته�ى
حساب و هندسه صورت پذيرفته است؛ گرچه اين دو عنصر اساسى
رياضيات همواره همدوش يكديگر به پيش نرفته�اند. چه�بسيار اتفاق

افتاده است كه اين دو با هم رقابت داشته�اند.
 اولين قدم واقعى رياضى به�وسيلـه�ى هـنـدسـه بـرداشـتـه شـد.

 قبل از ميلاد، به رياضيات سازمان و٦°° تـا ٣°°يونانيان سال�هاى 
رنگ تجرد و استدلال قياسى دادند و ساختمان عظيم هندسه�ى اصل

موضوعى اقليدسى را بنيان نهادنـد.
چون يونانيان به�طور خالص پيرامون هندسـه كـار مـى�كـردنـد،
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 را كه تا آن زمان شناختـه شـدهجبرىبنابراين هندسه�ى اقلـيـدسـى، 
 حـل مـعـادلـه�ى درجــه�ى دومًبـود، نـيـز در�بـر�مـى�گـرفـت؛ مــثــلا

يك�مجهولى به روش هندسى انجام مى�شـد.
 و انتقالاسكندر مقدونىپس از ويرانى تمدن يونان به�وسيلـه�ى 

آن به اسكندريه در مصر، دانشمندان اسكندريه، حساب و جبر را به
هندسه�ى اقليدسى اضافه كردند تا به اين وسيله بتوانند نتايج كمى به

دست آورند.
بعد از رياضى�دانان اسكندريه، رياضى�دانان اسلامى وايرانى در

محمدبن موسىپيشرفت و تكامل رياضيات نقش عمده�اى داشته�اند. 
 از١ بنيان�گذار جبر و مقابله است كه كلمه�ى جبر يا الجبـراخوارزمى

نام كتاب وى گرفته شده و واژه�ى «الگوريتم» نيز شكل لاتينى شده�ى
 است. كتاب جبر و مقابله�ى خـوارزمـى سـال�هـا درالخوارزمـىنام 

مدارس اروپا و كشورهاى اسلامى به�عنوان كـتـاب درسـى تـدريـس
مى�شد؛ در�واقع كتاب اصول اقليدس، كتاب درسى هندسه و كتاب
جبر و مقابله�ى خوارزمى، كتاب درسى جبر در مدارس اين كشورها

بود.
 كهNCTM مربوط به استانداردهاى موضوعـى ٨در استاندارد 

» است، آمده است: «يكى از مـهـم�تـريـنهندسه از ديدگـاه جـبـرى«
پيوندها و اتصال�ها در همه�ى رياضيات، اتصال و ارتباط بين هندسه

و جبر است.»
در تكامل هندسه كه به پيدايش هـنـدسـه�هـاى جـديـد از جـمـلـه
هندسه�ى تحليلى منجر شده است، رياضى�دانان ايرانى نقش مهمى

هـ.ق) اولين كسى اسـت�٥٢٦ـ ٤٣٩ (عمر خيـامداشته�اند. حكيـم 
كه در جبر و مقابله، معادلات را برحسب درجه�ى مجهول مرتب و
با روشى تحليلى�گونه حل و بحث كرد. خيام نخستين رياضى�دانـى
است كه ريشه�هاى معادله�ى درجه�ى سوم را به روش هندسى به�دست
آورد و مقدمات كاربرد جبر در هندسه، يعنى هندسه�ى تحلـيـلـى را
طرحريزى كرد. اما هنـدسـه�ى تـحـلـيـلـى بـه طـور رسـمـى تـوسـط

 به دنيا معرفـى شـد و١٦١٩) در سال ١٦٥° تا ١٥٩٦ (٢رنه)دكـارت
 هم�زمان با دكارت، اين هندسهً) نيز تقريبا١٦٦٥ تا ١٦°١ (٣پى)ير فرما

را كشm كرد.
با پيدايش هندسه�ى تحليلى در قرن هفدهم ميلادى، رياضيات
گام بزرگى به جلو برداشت، زيرا اين امكان به�وجود آمد كه ايده�هاى
هندسى رياضى�دانان باستان، به زبان هندسه�ى مختصاتى بيان شود
و بسط و گسترش يابد و درنتيجه ابزار جديـدى بـراى حـل دامـنـه�ى

وسيعى از مسأله�ها فراهم شود.
در�واقع، تناظرى مستقيم بين مفاهيم و ايده�هاى پايه�اى هندسه
در دو ديدگاه هندسى و جبرى وجود دارد. نقطه، خط و صفحه،
از مفاهيم اساسى و تعري�mنشده�ى هندسه هستـنـد. اگـرچـه ايـن
موضوع�ها تعريm نشده�اند، ولى به وسيله�ى اصول موضوعـه�ى
معينى تبيين و توصيm شده�اند. اين مفهوم�ها در ديـدگـاه جـبـرى

ارائه مى�شوند.

اينك ارتباط بين دو رويكرد هندسى و رويكرد جبرى در صفـحـه
 به مفهوم هندسى را بهE اگر صفحه�ى (دو بعد) را بررسى مى)كنيم.

يك دستگاه مختصات دكـارتـى [مـتـعـامـد] مـتـشـكـل از دو مـحـور
مختصات عمود بر هم و مجهز كنيم، يـك تـنـاظـر يـك�بـه�يـك بـيـن

R| و حاصل�ضرب دكارتى Eصفحه�ى  × |Rضرب دكارتى روى] 
 ازPاعداد حقيقى] برقرار مى�شود. به اين ترتيب كه به هر نـقـطـه�ى 

) از اعداد حقيقى نظير مى�شودx و y، يك زوج مرتب (Eصفحه�ى 
)، نقـطـه�اى نـظـيـر، در صـفـحـه�ىx و yو بـراى هـر زوج مـرتـب (

مختصـاتمختصات وجود خواهد داشت. در�حقيـقـت، دسـتـگـاه 
 ودكارتى، ابزار اصلى براى ايجاد ارتـبـاط بـيـن هـنـدسـه و جـبـر اسـت

تحت اين شرايط:
                                                                  

 تناظر
← →⎯⎯ (x, y) x ∈R,  y ∈|R{ E از صفحه�ى Pنقطه�ى  {

و اين صفحه به مفهوم جبرى است.
← →⎯⎯  (x, y) x ∈|R,{ y ∈|R} = |R × |R صفحه�ىEبه مفهوم هندسى 

                                                              
 تناظر

 
تناظر

  
← →⎯ L:ax + by + c = 0(x, y) ∈|R × |R{ E از صفحه�ى Lخط  {

                                                           تناظر
← →⎯ y = f (x) (x, y) ∈|R × |R{ E) از صفحه�ى �C(منحنى  {

 به�جاى دستگاه مختصات دكارتى در صفحه، مى�توان.١نكته)ى 
از دستگاه مختصات قطبى در صفحه و يا هر دسـتـگـاه مـخـتـصـات

تعري�mشده�ى ديگرى استفاده كرد.
 چگونگى نصب دستگاه مختصات در صفحه، براى.٢نكته)ى 

ساده�تر شدن و يا طولانى�تر شدن محاسـبـه�هـا، از اهـمـيـت زيـادى
برخوردار است؛ يعنى ما مى�توانيم با انتخاب دستگاه مختصات در

صفحه، به�نحوى مناسب، محاسبه�ها را به حداقل برسانيم.
اكنون به چند مثال كه با استفاده از دو رويكرد هندسى و جبـرى

حل شده�اند، توجه كنيد.
 قضيه: ثابت كنيد كه در هر مثلث قائم�الزاويه، ارتفاع وارد.١مثال 

بر وتر، واسطه�ى هندسى بين دو قطعه�ى ايجاد�شده روى وتر است.
 مــثــلــث قـــائـــم�الـــزاويـــه�ىاثــبــات بــا رويـــكـــرد هـــنـــدســـى:

  (Â = 90o )ABC را در نظر مى�گيريم و ارتفاع AHرا رسم مى�كنيم 
 به دليل برابـرىACH و ABH). دو مثلث قائم�الزاويـه�ى ١(شكل

زاويه�هاى متناظرشان، متشابه�اند؛ زيرا داريم:

)١                           (  Â1 + Â2 = 90o    و      Ĥ1 = Ĥ2 = 90o

)٢                                                                      (  Â1 + B̂ = 90o

A

B H C

1 2
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  (1), (2) ⇒ Â2 = B̂

از متشابه بودن اين دو مثلث قائم�الزاويه داريم:

  

AH
BH

= CH
AH

⇒ AH2 = BH.CH

و اين، حكم مسئله است.
Â)   مثلث قائم�الزاويه�ى اثبات با رويكرد جبرى: = 90o )ABC

 را مـبـدأH را رسم مى�كـنـيـم. AHرا در نظر مى�گـيـريـم و ارتـفـاع 
�ها را منطبق بـرy و محـور �BCها را منطبق بـر xمختصات، محـور 

AH اختيار مى�كنيم. اگر AH = h ،BH = d و CH = eفرض 
شود، خواهيم داشت:

AB⊥AC              C = (e,0) و   B = (−d,0) و   A = (0, h)

  
mAC = 0− h

e −0
= − h

d
 و   

  
mAB = 0− h

−d −0
= h

d

  

mAB.mAC = −1⇒ h
d

× −h
e

= −1

⇒ h2 = de ⇒ AH2 = BH.CH

و اين حكم مسئله است.

توجه كنيد:
اگر دستگاه محورهاى مختـصـات را بـه طـور دل�خـواه در نـظـر

A)   )، رأس�هاى مثلث قائم�الزاويه�ى٣بگيريم (شكل 
∧

= 90o )ABC

A  از ايــن قــرار خـــواهـــد بـــود:  = (a1, a2) ،  B = (b1, b2)و 
  C = (c1, c2).

 را رسم مى�كنيم. اكنـون بـراىAHارتفاع وارد بر وتر، يعـنـى 
AH2  اثبات رابطـه�ى  = HB.HCلازم است طول پاره�خط�هاى ،

AH ،BH و CHرا برحسب مختصات رأس�هاى مثـلـث، يـعـنـى 

 به�دست آوريم و در ايـنC و A ،Bبرحسب مختصات نقـطـه�هـاى 
رابطه قرار دهيم و ثابت كنيم كه اين رابطه به ازاى مـقـدارهـاى قـرار

 همواره برقرار است.CH و AH ،BHداده شده به جاى 
 راAH، پاى ارتفاع Hاما نخست لازم است مختصات نقطه�ى 

 محاسبه كنيم. براى ايـنC و A ،Bبرحسب مختصات رأس�هـاى 
 را به�دست آوريم وBC و معادله�ى خط AHكار بايد معادله�ى خط 

آن�گاه، مختصات نقطه�ى برخورد آن�ها را تعيين كنيم. داريم:

  
B

b1

b2
 C

c1

c2
⇒ BC:y − b2 = c2 − b2

c1 − b1

(x − b1)

  
⇒ y = c2 − b2

c1 − b1

x − b1 × c2 − b2

c1 − b1

+ b2

  

m
BC = c2 − b2

c1 − b1

, AH⊥BC ⇒ m
AH = − c1 − b1

c2 − b2

  
⇒ AH:y − a2 = − c1 − b1

c2 − b2

(x − a1)

، AHمعادله�ى ارتفاع 
  
⇒ y = − c1 − b1

c2 − b2

x + a1 × c1 − b1

c2 − b2

+ a2

  

BC:

AH:

y = c2 − b2

c1 − b1

x − b1 × c2 − b2

c1 − b1

+ b2

y = − c1 − b1

c2 − b2

x + a1 × c1 − b1

c2 − b2

+ a2

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

  

⇒ c2 − b2

c1 − b1

x − b1 × c2 − b2

c1 − b1

+ b2 = − c1 − b1

c2 − b2

x + a1

× c1 − b1

c2 − b2

+ a2

  

⇒ (
c2 − b2

c1 − b1

+ c1 − b1

c2 − b2

)x = a1 × c1 − b1

c2 − b2

+ b1 × c2 − b2

c1 − b1

+a2 − b2

  

(c2 − b2)2 + (c1 − b1)2

(c1 − b1)(c2 − b2)
x = a1(c1 − b1)2 + b1(c2 − b2)2

(c2 − b2) × (c1 − b1)

+a2 − b2

  

⇒ x = a1(c1 − b1)2 + b1(c2 − b2)2 + (a2 − b2)(c1 − b1)(c2 − b2)

(c2 − b2)2 + (c1 − b1)2

= α

 مى�گيريم. براى محاسبه�ى عرض نقطه�ىα را Hطول نقطه�ى 
H:داريم 

  
⇒ y = c2 − b2

c1 − b1

× α − b1 × c2 − b2

c1 − b1

+ b2

y

A

B H C
x

O b a c
x

C

H

B

A

y
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b
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2

)٢(شكل 
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AMاست، زيرا قطرهايش يكديگر را نصm كرده�انـد ( = M ′Aو 
BM = MC(.

 است،90o   از اين متوازى�الاضلاع Aاز طرف ديگر، زاويه�ى 
پس اين متوازى�الاضلاع مستطيل است. اما مى�دانيم كه قـطـرهـاى

A  هر مستطيل با هم مساوى�اند، بنابـرايـن:  ′A = 2AM = BCو 
از آن�جا: 

  
AM = BC

2
. پس حكم مسئله ثابت شد.

 در اين اثبات از قضيه�هاى زير استفاده شده است:نكته:
. اگر قطرهاى يك چهارضلعى يكديگر را نصـm كـنـنـد، آن١

چهارضلعى متوازى�الاضلاع است.
 داشته باشد، مستطيل90o  . متوازى�الاضلاعى كه يك زاويه�ى ٢

است.
. قطرهاى هر مستطيل با هم مساوى�اند.٣

راه دوم:

A)  مثلث قائم�الـزاويـه�ى 
∧

= 90o )ABCرا در نظر مى�گيريـم و 
 را رسـم مـى�كـنـيـم. مـى�خـواهـيـم ثـابـت كــنــيــم:AMمـيـانــه�ى 

  
AM = BC

2
.

 رسم مى�كنيم. مى�دانيم كه اينBCبراى اثبات، دايره�اى به قطر 
 روبه�رو90o   مى�گذرد، زيرا كمان درخور زاويـه�ى Aدايره از رأس 

به يك پاره�خط، دايره�اى است كه به قطر آن پاره�خط رسم مى�شود.
 مساوى شعاع اين دايره است؛ يعنى داريم:AMپس 

  
AM = MB = MC ⇒ AM = BC

2

پس حكم مسئله ثابت شد.
ب) راه حل جبرى

A)  مثلث قائم�الـزاويـه�ى 
∧

= 90o )ABCرا در نظر مى�گيريـم و 
 را رسـم مـى�كـنـيـم. مـى�خـواهـيـم ثـابـت كــنــيــم:AMمـيـانــه�ى 

  
AM = BC

2
.
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A

  

⇒ H

x = α

y = c2 − b2

c1 − b1

α − b1 × c2 − b2

c1 − b1

+ b2 = β

از آن خواهيم داشت:

  AH = (α − a1)2 + (β − a2)2 , BH = (α − b1)2 + (β − b2)2

  CH = (α − c1)2 + (β − c2)2

  AH2 = BH.CH

  

⇒ (α − a1)2 + (β − a2)2 = (α − b1)2 + (β − b2)2

× (α − c1)2 + (β − c2)2

  

⇒ (α − a1)2 + (β − a2)2[ ]2 = (α − b1)2 + (β − b2)[ ]
× (α − c1)2 + (β − c2)2[ ]

,a1)   بـرحــســب β و αبـا قـرار دادن مـقـدار بــه جــاى  a2)،
  (b1, b2) و   (c1, c2)دو طرف اين رابطه با هم برابر خواهند شد و ،

AH2  اين مطلب درستى رابطه�ى  = BH.CH.را نشان مى�دهد 
مى�بينيد كه با انتخاب دستگـاه مـحـورهـاى مـخـتـصـات بـه ايـن
صورت، چه�قدر محاسبه�ها پيچيده و مشكـل مـى�شـود. بـنـابـرايـن
اهميت انتخاب مناسب دستگاه محورهاى مختصات هرچه بيـشـتـر

نمايان مى�گردد.
اينك به مثال�هاى ديگرى از حل يك مسئله با دو رويكرد هندسى

و جبرى توجه كنيد.
 ثابت كنيد كه در هر مثلث قائم�الزاويه، ميانه�ى وارد بر.١مثال 

وتر نصm وتر است.
اثبات

الF) روش هندسى
راه اول:

A)  مثلث قائم�الـزاويـه�ى 
∧

= 90o )ABCرا در نظر مى�گيريـم و 
 را رسم مـى�كـنـيـم. مـى�خـواهـيـم ثـابـت كـنـيـم  كـهAMمـيـانـه�ى 

  
AM = BC

2
 را به اندازه�ى خـودAM است. براى اثبات، ميانه�ى 

AM امتداد مى�دهيم؛ يعنى A′تا نقطه�ى  = M ′A سپس از .′A

AB وصل مى�كنيم. چهار�ضلعـى C و Bبه  ′A Cمتوازى�الاضلاع 
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 مبدأAدستگاه محورهاى مختصات قائم را چنان اختيار مى�كنيم كـه 
).٦ها باشد (شكل y روى محور ACها و x روى محور ABمختصات، 

AB  در اين صورت، با فرض  = b1 و   AC = c1:خواهيم داشت 
  A = (0,0), B = (b1,0),C = (0, c1)

  

M
xM = xB + xC

2
= b1 +0

2
= b1

2

yM = yB + yC

2
= 0+ c1

2
= c1

2

BC وسط 

از آن�جا:
)١                    (

  BC = (0− b1)2 + (c1 −0)2 = b1
2 + c1

2

)٢             (
  

AM = (
b1

2
−0)2 + (

c1

2
−0)2 = b1

2

4
+ c1

2

4

= b1
2 + c1

2

4
= 1

2
b1

2 + c1
2

 نتيجه مى�شود:٢ و ١از رابطه�هاى 

  
AM = 1

2
BC

و حكم مسئله ثابت شد.
 در ايـن دسـتـگـاهAy و Ax راسـتـاى مـحـورهــاى .١نـكـتـه)ى 

مختصات قائم و حالت اين دستگاه مختصات قائم، كمى غير�معمول
�ها حالت افقى و محورxبه نظر مى�رسد. زيرا به�طور معمول محور 

yها حالت عمودى دارند. بايد توجه داشته باشيم كه اين مطلب هيچ�
 از دستگاه مـحـورهـاىAy و Axاشكالى ندارد، زيرا مـحـورهـاى 

 هر حالتى مى�توانند داشته باشند؛ حالت افقى،xAyمختصات قائم 
�:٨و شكل ٧حالت عمودى و يا حالت مايل، مانند شكل�هاى 

در�واقع، علت به�وجود آمدن اين حالت براى دستگاه مختصات

xAy آن است كه ما مثلث قـائـم�الـزاويـه�ى   (A
∧

= 90o )ABCرا به 
صورت شكل روبه�رو در نظر گرفتيم. حال اگر مثلث قائم�الزاويه�ى

  (A
∧

= 90o )ABC در نظر بگيريم، دستـگـاه٩ را به صورت شكـل 
، داراى حالت معمول خود خواهدxAyمحورهاى مختصات قائم 

 حالت عمودى خواهدAy حالت افقى و محور Axبود. يعنى محور 
 هم گفتيم، هيچ ضرورتـى وجـودًداشت. اما همان�طورى كه قـبـلا

، حالت معمول خودxAyندارد كه دستگاه محورهاى مختصات قائم 
را داشته باشد.

 حالت افقىBC در همين مسئله، براى حالتى كه وتر .٢نكته)ى 
�هاy را روى محـور �AHها و x را روى محور BCدارد، مى�توانيـم 

 را مبدأ مختصاتAH پاى ارتفـاع Hدر نظر بگيريم؛ يعنى نقطـه�ى 
، حالتxHyبگيريم. در اين صورت، دستگاه محورهاى مختصات 

B  معمول خود را خواهد داشت و با فرض  = (α,0) ،  C = (β,0)

A  و  = (0, γ  بــه مــخــتــصــاتBC وســط وتــر M، نــقــطــه�ى (

  
M = (

α + β
2

AM خواهد بود و با محاسبه�ى طول پاره�خط�هاى (0,

، رابـطــه�ى γ و α ،β بـرحــســب BCو 
  
AM = 1

2
BCثـابــت 

مى�شود. بديهى است كه محاسبه در اين دستگاه مختصات، قدرى
مفصل�تر از حالت قبلى است.

نويسزير
1. Algebra              2. Réné Descartes             3. Pierre Feremat
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