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در صفحه، مثلث متساوى�الاضلاعى با رأس�هايى به مختصات
صحيح موجود نيـسـت، در حـالـى كـه در فـضـا، چـهـار�وجـهـى بـا

 منتـظـم اسـت.)٬١١٬١( و (0,0,1)  ، (0,1,0)  ، (1,0,0)  رأس�هـاى 
 مى�بينيد، چهار�وجهى منـتـظـم١بنابراين، همان�گونه كه در شـكـل 

محاط در مكعب واحد موجود است.

به عنوان پيامد اين گـزاره، راهـى كـوتـاه بـراى مـحـاسـبـه�ى حـجـم
 است. در اين مورد،aچهار�وجهى منتظمى وجود دارد كه يالش بـرابـر 

تمام كارى كه بايد انجام دهيم اين است كه حجم�هاى چهار چهاروجهى�اى
a  ريم، از حجم مكعبى با يال برابر ُرا كه مى�ب 2 /  كم كنيم. بنابراين،2

حجم چهاروجهى منتظم مورد بحث عبارت است از:
  a

3 2 / 4 − 4 × a3 2 / 24 = a3 2 /12

 ملاحظه مى�كنيم، هر چهاروجـهـى را١با تغيير صورت شكـل 
مى�توان به اين طريق، در يك متوازى�السطوح محاط كـرد. در ايـن
بحث، به روابط بين ويژگى�هاى چهاروجهـى و مـتـوازى�الـسـطـوح
وابـسـتـه بــه آن عــلاقــه�مــنــديــم و در ايــن مــورد بــه بــررســى دو
حالت مى�پردازيم: يكى حالت چهار�وجهى متعامد و ديگرى حالت
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چهاروجهى متساوى�الساقين.
 مى�ناميم، اگر يال�هاى مقابل آن متعامد١»متعامدچهار�وجهى را «

باشند. درنتيجه، چهار�وجهى وقتى متعامد است كه اگر و تنها اگـر
 باشد؛ يعـنـى؛ جـمـيـع٢متوازى�السطـوح وابـسـتـه بـه آن «لـوزوى»

وجه�هاى آن لوزى باشد. در واقع، چهار�وجهى متعامد است، اگر و
تنها اگر دو قطر هر وجه متوازى�السطوح مربوطه متعامد باشنـد. از
طرف ديگر، متوازى�الاضلاعى كه قطرهاى آن متعامد باشند، لوزى

است و به اين ترتيب نتيجه به�دست مى�آيد.
 نوعى چهار�وجهى است كه در٣متساوى
الساقيناما چهار�وجهى 

آن يـال�هـاى مـقـابـل بـرابـر بـاشـنـد. ايـن چـهـار�وجـهـى را گــاهــى
 نيز مى�نامند، زيرا وجـه�هـاى آن، مـثـلـث�هـاى٤«متساوى�الـوجـوه»

اگر و تنها اگـر متساوى�الساقين اسـت،هم�نهشت�اند. چهار�وجهـى 
قطرهاى هر وجه متوازى�السـطـوح وابـسـتـه بـه آن بـرابـر بـاشـنـد، و

 باشد.٥درنتيجه، اگر و تنها اگر متوازى�السطوح وابسته، قائم
اكنون نشان مى�دهيم كه چگونه ملاحظات فوق در حل مسئله�ى

، در تست انتخابى١٩٨٤زير به كار مى�روند؛ مسئله�اى كه در سال 
رومانيايى مربوط به المپياد رياضى بالكان داده شده است.

 بهd3   و d1 ،  d2   يك چهار�وجهـى و ABCDفرض مى�كنيـم 
BC و AD، و BD و CD ،AC و ABترتـيـب، عـمـود مـشـتـرك 

باشند. ثابت كنيد چهارضلعى متساوى�الساقين است، اگـر و تـنـهـا
 دو به دو متعامد باشند.d3   و d1 ،  d2  اگر 

براى حل مسئله، توجه داريم كه اگر چهار�وجهى را چنان�كه در
،d1   مى�بينيد، در يك متوازى�السطوح محاط كنيم، آن�گاه ٢شكل 

  d2 و   d3به ترتيب، به قطرهاى سـه جـفـت وجـه آن عـمـودنـد و ،
درنتيجه بر خود اين وجوه عمود مى�شوند. متوازى�السـطـوح مـورد
بحث قائم است، اگر و تنها اگر هر دو وجه مشترك در يـك يـال آن
متعامد باشند. از طرف ديگر، دو صفحه متعامدند، اگر و تنها اگـر
عمودهاى وارد بر آن دو، متعامد باشند. درنتيجه، متوازى�السطوح

 دو�به�دو متعامد باشند كهd3   و d1 ،  d2  قائم است، اگر و تنها اگر 
به اين ترتيب، ادعا به اثبات مى�رسد.

مسائل زيـر، ويـژگـى�هـايـى از چـهـار�وجـهـى�هـاى مـتـعـامـد و
متساوى�الساقين را توصيp مى�كنند كه مى�توانند با استفاده از همين

روش اثبات شوند:
. حجم يك چهار�وجهى متساوى�الساقين را بر حسب يال�هاى١

آن بيان كنيد.

. شعاع كره�ى محيطى چهار�وجهى متساوى�الساقين را بر حسب٢
يال�هاى آن بيان كنيد.

،M ،N ،P ،Q يك چهار�وجهى و ABCD. فرض مى�كنيم ٣
R و S به ترتيب، وسط�هاى ،AB ،CD ،AC ،BD ،AD و BC

 متقاطع�اند.RS و MN ،PQباشند. ثابت كنيد قطعه�هاى 
. ثابت كنيد، اگر دو جفت يال�هاى يك چهار�وجهى متعامـد٤

باشند، چهار�وجهى متعامد است.
. ثـــابـــت كـــنـــيـــد در مـــتـــوازى�الـــســـطــــوح لــــوزوى٥

  A1B1C1D1A2B2C2D2عمـود مـشـتـرك�هـاى جـفـت خـطـوط ،
  A1C1 و   B2D2 ،  A1B2 و   C1D2 ،  A1D2 و   B2C1.متقاطع�اند ،
. ثابـت كـنـيـد در يـك چـهـار�وجـهـى مـتـعـامـد، ارتـفـاعـات٦

متقاطع�اند.
 يك چهار�وجهى متعامد باشد، ثابتABCD. فرض مى�كنيم ٧
كنيد:

  AB2 + CD2 = AC2 + BD2 = AD2 + BC2

. حجم يك چهار�وجهى متعامد را بر حسب يال�هاى آن بيـان٨
كنيد.
. ثابت كنيد اگر جميع چهار وجه يك چهار�وجـهـى سـطـحـى٩

يكسان داشته باشند، آن�گاه چهار�وجهى، متساوى�الساقين است.
. در يك چهار�وجهى، جميع ارتفاعات برابرند و يـك رأس١٠
 بر محل تلاقى ارتفاعات وجه مقابل تصوير شده است. ثابتًمتعامدا

كنيد چهار�وجهى منتظم است.

* �* *
qŠ
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، چهار�وجهى را در متوازى�السطـوحـى مـحـاط١. در شكـل ١
 يال�هاىc و a ،b يال�هاى متوازى�السطوح  و z و x ،yمى�كنيم. اگر 

چهار�وجهى باشند، از آن�جا كه متوازى�السطوح قائم است، براساس
قضيه�ى فيثاغورس داريم:

  x
2 + y2 = a2

  y
2 + z2 = c2

  x
2 + z2 = b2
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درنتيجه:

  
x = a2 + b2 − c2

2
 ;  y = a2 + c2 − b2

2
 ;  z = b2 + c2 − a2

2

، و حجم چهار�وجهى يك�سـوم آنxyzحجم متوازى�السطوح 
و برابر است با:

  

1

6 2
(a2 + b2 − c2)(a2 + c2 − b2)(b2 + c2 − a2)

(H. Steinhaus, one hundred problems in elementary

mathematics, Dover Publ. Inc., New York, 1979.)

. در صورتى كه توجه كنيم، كره�ى محيطى چـهـار�وجـهـى،٢
كره�ى محيطى متوازى�السطوح قائمى نيز هست كه در آن محاط شده

است، پاسخ بلافاصله به دست مى�آيد.
شعاع محيطى متوازى�السطوح قـائـم، نـصـp قـطـر اصـلـى آن

 طول�هاى يال�هاى چهار�وجهى باشند، آن�گـاهc و a ،bاست. اگر 
 متوازى�السطوح در روابط زير صدق مى�كنند:z و ycxيال�هاى 

  x
2 + y2 = a2

  y
2 + z2 = b2

  x
2 + z2 = c2

طول قطر متوازى�السطوح عبارت است از:

  
x2 + y2 + z2 = a2 + b2 + c2

2

بنابراين شعاع كره�ى محيطى برابر است با:

  (a2 + b2 + c2) / 8

، چهار�وجـهـى را در مـتـوازى�الـسـطـوح٢. چون در شـكـل ٣
AECFGBHD محاط مى�كـنـيـم، در ايـن صـورت M و Nمراكـز 

 مركـز ثـقـلO هستـنـد. بـنـابـرايـن، CHDF و AEBGوجـه�هـاى 
 است. با تكرار اين استدلال درمى�يابيم كهMNمتوازى�السطوح بر 

O در تقاطع MN ،PQ و RS است. توجه داشته باشيد كه Oمركز 
 نيز هست.ABCDثقل 

. چهار�وجهى را در يك متوازى�السطوح محاط مى�كنيـم. از٤
 و ديگرى مـوازىAB قطر AEBGآن�جا كه يكى از قطرهـاى وجـه 

CD است، نتيجه مى�گيريم كه AEBGمتوازى�الاضلاعى با اقطار 
متعامد، و درنتيجه لوزى است.

 نيز لوزى است. بـهAECFاستدلالى مشابه نشان مى�دهـد كـه 
اين ترتيب:

BH = BG = BE

 نيز لوزى است و درنـتـيـجـه:BHCEكه نشـان مـى�دهـد وجـه 
AD⊥BC.

. اين مسئله كاربردى از اين قضيه است:٥
، فـرضA و صفحه�اى نـاشـامـل Aبا مفروض بـودن نـقـطـه�ى 

C بر اين صفـحـه و A تصويـر B خطى در اين صفـحـه، Lمى�كنيـم 

 عمود است، اگر و تنها اگرL بر BCنقطه�اى در اين صفحه باشد. 
AC بر L.عمود باشد 

 بر صفحه، وABبراى اثبات اين نتيجه توجه داشته باشـيـد كـه 
 عمود است. در اين صورت، هريك از دو تعامد مستلزمLدرنتيجه بر 

 عمود باشد، و درنتيجه مستلـزمABC بر صفحـه�ى Lاين است كه 
تعامد ديگر است.

 يك چهار�وجهـى بـاشـد. اگـرABCDاكنون فرض مـى�كـنـيـم 
  AH1⊥(BCD) كـه در آن ،  H1 ∈(BCD) )را ملاحـظـه٣شكـل 

BCD محل تلاقى ارتفاعات مـثـلـث H1  كنيد)، در ايـن صـورت، 

، آن�گاهAB⊥CD و AH1⊥(BCD)  است. در واقع، از آن�جا كه 
 وCH1⊥BD   و به همين ترتيب: BH1⊥CD  بنابر قضيه�ى فـوق، 

  DH1⊥BC.

BH1ICD  فــرض مــى�كــنــيـــم:  = M{ H2   و { ∈AMبــا 
  BH2⊥AM از آن�جـــا كـــه .  CD⊥AH1 و CD⊥AB:داريـــم ،

CD⊥(ABM) :و درنتيجه   CD⊥BH2اين مطلب نشان مى�دهد .
 محل تلاقى ارتفـاعـات مـثـلـثH2   و درنتيـجـه BH2⊥(ACD)  كه 

ACD ،است. بنابر نتيجه�اى از اين ساخـتـار   AH1 و   BH2متقاطـع 
 ارتفاع�هاى ديگر باشنـد،DH4   و CH3  مى�شوند و بنابر تقارن، اگر 

 تقاطع مى�كنند.DH4   و AH1 ،  BH2 ،  CH3  هر دو مورد با خطوط 
از آن�جا كه هيچ سه مورد از اين خط�ها در يك صـفـحـه قـرار نـدارنـد،
نتيجه مى�گيريم كه جميع آن�ها در يك نقطه متقاطع مى�شوند. نقطـه�ى

 چهار�وجهى مى�نامند.٦ نقطه�ى ارتفاعيه�ىًتقاطع آن�ها را معمولا
. راه�حل مسئله�ى قبل را به�خاطر مى�آوريم. اگر فرض كنـيـم٦

N بر AB چنان باشـد كـه MN⊥AB آن�گـاه ،MNشامل نقـطـه�ى 
 اسـت.CD و ABارتفاعيه�ى چهار�وجهى و عمود مشترك خطوط 

 متعامد است، درنتيجه عمود مشترك�هاىA1B2C1D2  چهار�وجهى 
A

F
E

OM

G

D

B

H

N

C

A

N

H

B
H

C

M

D
1

2

٢شكل 

٣شكل



م  
فده

ى ه
وره�

د
     

  
ه�ى�

مار
ش

ز٢
ان 

ست
م

١٣٨
٦

٤٧

متو
سطه

جفت�هاى خطوط صورت مسـئـلـه، شـامـل نـقـطـه�ى ارتـفـاعـيـه�ى
چهار�وجهى�اند و درنتيجه متقاطع مى�شوند.

. اتحاد متوازى�الاضلاع را به�خاطر مى�آوريم كه طبـق آن، در٧
، چنين رابطه�اى برقرار است:MNPQمتوازى�الاضلاع 

  MP2 + NQ2 = MN2 + NP2 + PQ2 + QM2

اى با طول يال٧چهار�وجهى را در متوازى�السطوح لوزى�القاعده
a،محاط مى�كنيم. با نوشتن اتحاد متوازى�الاضلاع در مورد هر وجه 

به دست مى�آوريم:
  AB2 + CD2 = 4a2 = BC2 + AD2 = AD2 + BC2

و مسئله به اين ترتيب حل مى�شود.
 چهار�وجهى مفروض، محاط درABCD. فرض مى�كنيم، ٨

 باشد. حـجـمAHDGECFBمتوازى�السطـوح لـوزى�الـقـاعـده�ى 
چهار�وجهى، يك�سوم حجم متوازى�السطوح است. از طرف ديگر،

 است.EABCحجم متوازى�السطوح شش برابر حجم چهار�وجهى 
بنابراين مورد اخير را محاسبه مى�كنيم.

قرار مى�دهيم:
EH = d  و  AC = c  و  BC = b  و  AB = a

همان�گونه كه در مسئله�ى قبل ملاحظه مى�شود، اين چهار يـال
،ABCبه طور كامل دو يال باقى�مانده را معين مى�كنند. سطح وجه 

 برابر است با:٨هروبنابر فرمول 
S = p(p − a)(p − b)(p − c)

p  كه در آن:  = (a + b + c) / 2.
 برابرنـد،EC و EA ،EBاز طرف ديگر، از آن�جا كه يال�هـاى 

 تصوير مـى�شـود. بـراىABC، مركز محيـطـى وجـه O در Eرأس 
AECH، توجه داشته باشيد، از آن�جا كه وجه EOمحاسبه�ى ارتفاع 

لوزى است:

  AE = 1/ 2 c2 + d2

 داريم:ABCو در مثلث 

  AO = abc / (4s) = abc / (4 p(p − a)(p − c)(p − c)

قضيه�ى فيثاغورس مستلزم اين است كه:

  
EO = EA2 − AO2 = 1

2
c2 + d2 − a2 + b2 + c2

4p(p − a)(p − b)(p − c)

 عبارت است از:ABCDدرنتيجه، حجم چهار�وجهى 

  

2
3

EO.s = 1
6

4(c2 + d2)p(p − a)(p − b)(p − c) − a2b2c2

 مانند قبل، چهار�وجهى مـحـاط درABCD. فرض مى�كنيـم ٩
N و M باشد. نيز فرض مى�كنيـم AHDGECFBمتوازى�السطـوح 

 وMP⊥BC بـاشـنـد، و "ECFB" بر صـفـحـه�ى D و Aتـصـاويـر 
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NQ⊥BC و Q ∈BC و P )٤شكل.(

 وAP⊥BC، ٥بنابر نتيـجـه�ى مـذكـور در راه�حـل مـسـئـلـه�ى 
DQ⊥BC و از آن�جا كه مثـلـث�هـاى ABC و DBCداراى سـطـح 

APيكسان�اند، به�دست مى�آوريم:  = DQو اين مستلزم آن است .
 هـم�نـهـشـت بـاشـنـد. بـنـابــرايــنDNQ و AMPكـه مـثـلـث�هـاى 

MP = NQ.
 وA به يك فاصله�اند و از آن�جا كه BC از N و Mبه اين ترتيب، 

D نيز به يك فاصله از GH قرار دارند، نتيجه مى�شود كه BCتصوير 
GH روى صفحه�ى "ECFB" است. درنتيجه صفحات "GBCH"

 متعامدند."ECFB"و 
 عمودCF و هم بـر EC هم بر CHاين مطلب نشان مى�دهد كـه 

 را به دست مى�دهد. بـه ايـنCE⊥CFاست. استدلالى مـشـابـه، 
 قائم است و درنتـيـجـهAHDGECFBترتيب، متـوازى�الـسـطـوح 

چهار�وجهى مورد بحث متساوى�الساقين.
،H در A چهار�وجهـى بـاشـد و ABCD. فرض مى�كنـيـم ١٠

 تصوير شود. نيز فرض مى�كنيـم،BCDنقطه�ى ارتفاعيه�ى مثـلـث 
CMارتفاع اين مثلث باشد. از آن�جا كه بنابـر قـضـيـه�ى مـذكـور در 

 اسـت و"BCD" عـمـود بـر صـفـحـه�ى AH، ٥راه�حل مـسـئـلـه�ى 
CM⊥BD :نتيجه مى�شود كه ،AC⊥BD.

 بـنـابـرايــن،.AB⊥CD و AD⊥BCبـه هـمـيـن تـرتــيــب، 
چهار�وجهى مورد بحث متعامد است و ايـن مـسـتـلـزم آن اسـت كـه

متوازى�السطوح وابسته لوزى�القاعده باشد.
از طرف ديگر، فرمول حجم و برابرى ارتفاع�ها مستلزم برابرى

 مستلزم آن است كه چهار�وجهى٩سطوح چهار�وجه است و مسئله�ى 
مزبور متساوى�الساقين باشد. به ايـن تـرتـيـب، مـتـوازى�الـسـطـوح
وابسته، قائم است. اما متوازى�السطوح قائم لوزى�القاعده�ى مورد
بحث، مكعب، و چهار�وجهى وابسته�اش منتـظـم اسـت (الـمـپـيـاد

).N. Popescu؛ طرح از: ١٩٧٥رياضى رومانى، 

نويسزير
1. orthogonal                                            2. rhomboidal

3. isosceles                                               4. equifacial

5. right                                                      6. orthocenter

7. rhomboidal parallelepiped                    8. Hero

٤شكل


