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∫·b¼دهاى آن.ى و كاربران با هندسه�ى كرو آشنايى دانش�آموز
∫“UO� œ—u� qzUÝËايانه)، نخ.افيايى، عكس (يا ره�ى جغر كر

 q�Qð v�b�«
ى ايـنكار داشتـيـم و روح صاف و تخـت سـرون با سطـوتا كـنـو

ى هم،ى سطح كروديم. اما آيا روسم مى�كراست رط رح، خطوسطو
ند؟د دارجواست وط رخطو

).١افيايى دقت كنيد (شكله ى جغربه كر
سم كنيد؟ى آن راستى روانيد خط ر. آيا مى�تو١
اه مى�رويد.ى سطح صافى، به�طور مستقيم ر. تجسم كنيد كه رو٢

نه است؟مسير شما چگو

داه مى�رويد.اگر مسير خوه رى سطح يك كرض كنيد روحال فر
لسيد؟ آيا به مكان اواهيد را به�طور مستقيم پيش گيريد، به�كجا خور

اهيد گشت؟د باز نخوخو

”—œ v�dF� 
گى�هاى سطح صـاف و تـخـتى با ويـژگى�هاى سطـح كـروويژ

حىد سطوق، در مورالات فواى پاسخ به سؤاين برد. بنابرت دارتفاو
ى از هندسهع ديگركه مانند سطح كاغذ صاف نيستند، مجبوريم نـو

س با يكى از هندسه�هـاى جـديـد بـه نـاما به�كار بنـديـم. در ايـن درر
تاهى ازاهيم شد. اما در ابتدا مقدمـه�ى كـوآشنا خوى هندسه�ى كـرو

تاريخچه�ى هندسه بيان مى�كنيم.

        t�bI� 
دا حدوديم كه اقليـدس آن�هـا رلى استفاده مى�كـرن از اصوتا كنـو

دل» خولين�بار در كتاب «اصـواى اوسال پيش از ميلاد مسيح بر٣٠٠
ن اثباتا بـدول كه آن�هـا رد و بر اساس اين اصـوده بـوى كرجمـع�آور

ع هندسه، هندسـه�ىد. به اين نوا اثبات مى�كـرد، قضايا رفته بـوپذير
ت�اند از:گويند. پنج اصل مهم اين هندسه عباراقليدسى 

د.است مى�گذر. از هر دو نقطه�ى مشخص فقط يك خط ر١
اه امتداد داد.ان دلخوان به ميزا مى�توه�خط ر. هر پار٢
كز آن نقطه و به شعاعه�اى به مران دايرلى مى�تو. با هر نقطه و هر طو٣

د.سم كرل رآن طو
ند.ابراياى قائمه با هم بر. همه�ى زو٤
ى با خطازج از يك خط، فقط يـك خـط مـو. از هر نقطـه�ى خـار٥

د.سم كران رمذكور مى�تو
د.)اى هر اصلى يك مثال ذكر شو(بر

ن هيچ مانعا بدومان رد نظرهمان�طور كه مى�بينيد، اگر فضاى مور

ÅÈÅtÝbM¼
ÈËd�

 ●vzuâ	 rEŽ«

 ●ÊU¹—¬ tLÞU�

. نمايى از كره�ى جغرافيايى١شكل
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اضح�وًل بديهى و كاملاديتى در نظر بگيريم، همه�ى اين اصوو محدو
ندگى مى�كنيـم،افمان كه در آن زهستند. هم�چنين، در فضـاى اطـر

اصلد فواهيم در مورد. اما اگر بخواهند بوست خول درهمه�ى اين اصو
ط هميشه به همين شكل؟ آيا خطوگ صحبت كنيم، چه�طوربسيار بزر

ل صـادقگى، اين اصـود؟ آيا در هر سطحى و با هـر ويـژاهند بـوخو
د؟اهند بوخو

ل تاريخ، فقط با هندسه�ى اقليـدسـى آشـنـارياضى�دانان در طـو
چكى درسال پيش دريافتند، با تغيير كو٢٠٠د دند، تا اين�كه حدوبو

د.فـى كـرا معـراع جديدى از هـنـدسـه ران انول اقليـدس مـى�تـواصـو
ليهدند كه هندسه�هاى جديد، همانند هندسـه�ى اوهم�چنين ثابت كر

ايط بايد از يكىجه به شر(هندسه�ى اقليدسى) صحيح هستند و با تو
جه است كه تلاش دانشمنـداند. قابل تواع هندسه استفاده كـراز انو

، به ايجاد ايـن شـاخـه ازسـىاجه�نصير�الـديـن�طـوخـوانى از جمـلـه اير
١ده است.هندسه كمك زيادى كر

است كه در ادامهى» هندسه�ى كرويكى از اين هندسه�هاى جديد «
با آن آشنا مى�شويد.

 ”—œ ÈÅtz«—«
 XÝ«— jš 

بر سطح يك كاغذ دو نقطه تعيين كنيد و فاصلـه�ى دو نـقـطـه از
اى تعيين فاصله�ى بـيـن دوان بره بگيريد. آيا مـى�تـوا اندازيكديگـر ر

ال خط خميده رد و طوصل كرا با خطى خميده به�هم ونقطه، آن دو ر
فت؟ه گرانداز

اى تعيين فاصله�ى بين دو نقطه از يكهمان�طور كه مى�دانيم، بر
ى خطى گذاشت كه از ايـن دوا روصفحه�ى تخت، بايد خط�كـش ر

فته گرا اندازت ديگر، بايد قسمتى از خطى رد. به عبارنقطه مى�گذر
تصل مى�كند. در اين صورا به�طور مستقيم به هم وكه اين دو نقطه ر

ا به�دست آوريم. به اين خط،ل ممكن رانيم كمترين طواست كه مى�تو
ى آنا در نظر بگيريد و روافيايى ره�ى جغرگويند. حال كراست خط ر

ى بايد اين دو نقطهصل كنيد. به نحوب وا به قطب جنوقطب شمال ر
ا داشته باشد. همـانل راصل كمترين طود كه خـط وصل شوبه�هم و

ان اينسيله�ى قسمتى از يك نص�uالنهار مى�توطور كه مى�بينيد، به و
ايـنى، به هـريـك ازد. در فضـاى كـروصل كـرا به هـم ودو نقـطـه ر

ا يكى ازاست گويند. هم�چنين خط اسـتـوها يك خط رنص�uالنهـار
گىط همگى يك ويـژجه كنيد كه اين خطـواست است. تـوط رخطو
هد بر سطح كرجوه�هاى موگ�ترين دايرند؛ همه�ى آن�ها بزرك دارمشتر

).١هستند (شكل
∫XO�UFپ) دو نقطه مشخصافيايى (و يا يك توه�ى جغرى كر رو�

صل كنيد. دو نقطه بـايـدا به هم وكنيد و با استفـاده از نـخ، آن دو ر

په يا توند كه اگر نخ به طور كامل دور كرصل شونه�اى به هم وبه�گو
ا نشان دهد.ى رى سطح كروه�هاى روگ�ترين دايرد، يكى از بزرا بگيرر

ى:اين، در هندسه�ى كروبنابر
`??D??Ý ÈË— ÈU??¼ÅÁd?¹«œ s?¹d?ðÅ¯—e?Ð ¨X?Ý«— ◊u?D?šò

åÆXÝ« dÐ«dÐ Ád� dD	 UÐ U¼ÅÊ¬ dD	 Ë b�«ÅÈËd�

 È“«uð 
ج يك خط، چند خـطسند كه از يك نقطه�ى خاراگر از شما بپـر

د، چه پاسخى مى�دهيد؟سم كران رى با آن مى�توازمو
ا تعريuى رازه دهيد دو خط مـوال، اجازقبل از پاسخ به اين سؤ

كنيم:
«— d~¹bL¼ È«ÅtDI� êO¼ —œ ÁUÖd¼ ¨bM¹uÖ È“«u� «— jšËœò

åÆbMMJ� lD	
فته�ايم كه:ا گرن فرق پاسخ مى�دهيم. تا كنوال فواينك به سؤ

 Ê¬ U?Ð È“«u?� j?š p¹ jI� ¨jš p¹ “« Ã—Uš ÈÅtDI� p¹ “«ò
åœd� rÝ— Ê«uðÅv٢ (شكل�(uال-

» در هندسه�ى اقليدسى گويند. امـا درىازاصل تـوا «اين اصل ر
ه�ىى كـران گفـت؟ هـمـان�طـور كـه رو چـه مـى�تـوىهـنـدسـه�ى كـرو

ا در قطبها، همديگـر رافيايى مى�بينيد، همه�ى نصـ�uالـنـهـارجغر
فا هستند. از طرطى هم�گرب قطع مى�كنند و خطوشمال و قطب جنو

طا خطوها رى، نص�uالنهـاره شد كه در هندسه�ى كـروديگر، اشـار
استط رى، همه�ى خطواين بر يك سطح كرواست مى�نامند. بنابرر

ى هيچت ديگر، در هندسه�ى كروا قطع مى�كنند. به عبارهمديگر ر
د.د ندارجوى وازاست مودو خط ر

-٢ت است (شكـلى به اين صورازى اصل تودر هندسه�ى كـرو
ب):

Ê¬ U?Ð È“«u?� j?šÅê?O?¼ ¨j?š p?¹ “« Ã—U?š ÈÅt?D?I� p¹ “«ò
åÆœd� rÝ— Ê«uðÅvL�

ب ) خطـوط مـوازى در هـنـدسـه�ى

اقليدسى

الu ) خطوط همگرا در هـنـدسـه�ى

كروى

. وضعيت خطوط در دو هندسه٢شكل 
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 b�UFð 
ى آشنا مى�كنيم. در هندسه�ىا با نكته�ى جالب ديگرحال شما ر

د بر آنج از يك خط، چند خط عـمـواقليدسى، از هر نقطـه�ى خـار
د؟ در هندسه�ى اقليدسى داريم:سم كران رمى�تو

اند بر آن مى�توج از خط، فقط يك خط عمو«از هر نقطه�ى خار
د.»سم كرر

ا دقتها نسبت به خط استوفن نص�uالنهارار گرحال به حالت قر
ها برنه هستند؟ همه�ى نص�uالنهـارا چگوكنيد. نسبت به خط استـو

دهايى هستند كه ازها، عمود هستند. اين نص�uالنهارا عموخط استو
دارا وب) بر خط اسـتـواقع در قطب شمال (يا قـطـب جـنـونقطـه�ى و

).٣شده�اند (شكل

عى مجمـوط، در هندسه�ى كـروع خطوجه به نـوهم�چنين بـا تـو
خلاف آن كـه درجه نيست، بلـكـه بـردر١٨٠اياى داخلى مـثـلـث زو

جهدر١٨٠اياى داخلى هر مثلـث ع زوهندسه�ى اقليدسى: «مجـمـو
ى داريم:است»، در هندسه�ى كرو

 “« gOÐ YK¦� d¼ vKš«œ ÈU¹«Ë“ ŸuL−�ò±∏∞åÆXÝ« tł—œ

ى داريم:خلاف هندسه�ى اقليدسى، در هندسه�ى كرواين بربنابر
د بـر آنج از يك خط، بى�شمـار خـط عـمـو«از هر نقطـه�ى خـار

د.»سم كران رمى�تو

 YK¦� Ë U¹«Ë“ 
اياط در دو هندسه، شكل زوت خطوط و تفاوع خطوجه به نوبا تو

ا مشاهدهت ر اين تفاو٤و٣و مثلث�ها هم تغيير مى�يابد. در شكل�هاى 
مى�كنيد.

.عمودهاى وارد بر يك خط از يك نقطه�ى خارج از آن٣شكل 

A

B

C GD E F

ب ) زاويه در هندسه�ى كروىالu ) زاويه در هندسه�ى اقليدسى

. زاويه�ها در دو هندسه٤شكل 

ىازت دو هندسه در اصل توت نيز از تفاوجه كنيد كه اين تفاوتو
د.نتيجه مى�شو

 ÈËd� ÈÅtÝbM¼ ÈU¼œdÐ—U� 
ىدهاى هندسه�ى اقليدسى آشنا هستيم، اما هندسه�ى كروبا كاربر

ا نام مى�بريم:خى از آن�ها رد كه در ادامه برانى داراودهاى فرنيز كاربر
ىاى تعيين مسير از هندسه�ى كرو.خلبان�ها و ناخداهاى كشتى بر١

٢ند.ه مى�بربهر

ع هندسه استفادهمين، از اين نوه�ى زى كراى تعيين جهت قبله رو. بر٢
٣د.مى�شو

دفته مى�شوى، در فيزيك و مكانيك جديد به كار گر. هندسه�ى كرو٣
(بد نيست بدانيد كه)

ائه ى نظريـه�ىاى ارى، به انيشتيـن بـرمطالعه ى هندسـه�ى كـرو
٤د).نسبيت عام كمك زيادى كر

ب ) مثلث در هندسه�ى كروىالu ) مثلث در هندسه�ى اقليدسى

. مثلث�ها در دو هندسه٥شكل 

.١٩٧٩. رجوع كنيد به: گرينبرگ، ١
http://www.cs.unm.edu/~joel/Non Euclid/noneuclidean.html . رجوع كنيد به:٢

.١٣٨٠.رجوع كنيد به: عدالتى و فرخى، ٣
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t�öš 
ى:در هندسه�ى كرو

ابر باى برا كه قطرى رى سطح كروه�هاى ممكن روگ�ترين داير. بزر١
است مى�نامند.ند، خط ره دارقطر كر

انى با آن نمى�توازج از يك خط، هيچ خط مو. از يك نقطه�ى خار٢
د.سم كرر

اند بر آن مى�توج از يك خط، بى�شمار خط عمو. از هر نقطه�ى خار٣
د.سم كرر

جه است.در١٨٠اياى داخلى هر مثلث، بيش از ع زو. مجمو٤

ÈdOÖÅt−O²�  
جه به اين�كه مهندسان، از جمله مهندسان سـاخـتـمـانـى وبا تـو

هده�اند و از آن بهره از هندسه�ى اقليدسى استفـاده كـراران، همـوعمر
ش اساسـىان با ايجاد هنـدسـه�ى جـديـد، ارزده�اند، لذا نمـى�تـوبـر

عان گفت، اين نـوفت. تنها مى�تـوا ناديده گـرهندسه�ى اقليـدسـى ر
خىاى هر مكان و فضايى قابل استفاده نيست و فقط در بـرهندسه بر

د.ى بايد استفاده كرى نظير هندسه�ى كرود از هندسه�هاى ديگرارمو
ادتر يافتند وا آزد رع هندسه�ها، رياضى�دانان خـوبا ايجاد اين نـو

ان هندسه�هايى جديدلى صحيح، مى�تودريافتند كه با بنا نهادن اصو
طست باشند؛ البته هر كدام در فضاى مربود، كه همگى درد آورجوبه�و

ن استفادهناگوم گوع هندسه در علوه از هر دو نـودشان. امروزبه خو
د.مى�شو

 v�U¹UÄ vÐU¹Å‘“—«
ا مشخـصت�هاى زير رستى عبارستى يا نادر. در١

كنيد:
ج از يكالu) در هر سطحى از يك نـقـطـه�ى خـار

سمان رى با آن مى�تـوازخط، فقط يك خـط مـو
د.كر

ديكفته به هم نزفته�رط رى، خطوب) در هندسه�ى كرو
ند.مى�شو

ج از يك خط، هيچ خطى، از يك نقطه�ى خارپ) در هندسه�ى كرو
د.سم كران ردى بر آن خط نمى�توعمو

اياى داخلى مثـلـث بـيـش ازع زوى، مجـمـوت) در هندسـه�ى كـرو
جه است.در١٨٠

. اگر در نقطه�ى مقابل مكه بـاشـيـد، جـهـت قـبـلـه كـدام اسـت؟٢
استى است كه نقـطـه�ىاهنمايى: جهت قبله در جهـت خـط ر(ر

ساند.)ا به محل مكه مى�رد نظر رمور
سم كنيد.ى ر. مدلى از يك مثلث در سطح كرو٣

است. از هر دو نقطه�ى مشخص در هندسه�ى اقليدسى، چند خط ر٤
؟ى چه�طورد؟ در هندسه�ى كرومى�گذر

  bOM� oOI×ð
د؟ مربع و مستطيلد دارجوضلعـى وى چهار. آيا در هندسه�ى كرو١

؟چه�طور
تى به اين صورازد كه در�آن اصل تود دارجوى و. آيا هندسه�ى ديگر٢

باشد:
ى با آنازج از يك خط، بى�شـمـار خـط مـو«از هر نقطـه�ى خـار

د.»سم كران رمى�تو

lÐUM�
مين درافياى رياضـى (زل و مبانى جغـر). اصـو١٣٨٠خى (. عدالتى و فـر١

هش�هاى اسلامى.فضا). مشهد. بنياد پژو
جمه�ى، تـر١٩٧٩). هندسه�هاى اقليدسى و نااقليدسـى، ١٩٧٩گ (. گرينبـر٢

كز نشر دانشگاهى.ان. مرم. تهر). چاپ دو١٣٦٣شفيعيها (
3. http://www.columbia.edu/cu/physics

4. http://www.cs.unm.edu/~joel/NonEuclid/noneucliedan.html

5. http://en. wikipedia.org/wiki/Image//:Noneuclid.png
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