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ه ىد نحول كار معلمـى، در مـوردر سال�هاى او
دم كه معلم ابتدا بايـدتدريس اين�طور فكر مى�كـر

ايه كند و هـنـگـام تـدريـس، هـمـه�ىا ارس ردر
ش كنند. بعـد در جـلـسـه�ىان گودانش�آمـوز

تـى،ا حل كنند و… به عبـارآينده تمرينـات ر
ى كندح و مدل سازا طرابتدا معلم مسايل ر

ى آن مدل، مسايلان از روسپس دانش�آموز
ا حل كنند. اما اتفاقاتى كه در حـيـن كـارر

ا بهاى من پيش آمد، افق�هاى جديـدى ربر
د كه گفتن آن خالى از لط?ى من باز كررو

نيست.
يكى از مفاهيمى كه در كتاب رياضى سال

ىح شـده اسـت، هـم�ارزسـتـان مـطــرل دبـيـراو
ا هم�ارز گوييـمعـه رعه�هاست. «دو مجـمـومجمـو

ار باشد.»قرگاه تناظر يك به�يكى بين اعضاى آن�ها برهر
اىا برعه�هاى متناهـى مـشـكـلـى رد مجـوم در موراين مفـهـو
قتى پيش مى�آيدان ايجاد نمى�كند. اما مشكل اصلى ودانش�آموز
لين�باراى اوقتى كه برنظر باشند. وّعه�هاى نامتناهى مدكه مجمو

ب استدم مى�گفتم چقدر خوس مى�دادم با خوا دراين مبحث ر
عه�هاى نامتناهىدن مجمودن يا نبوى هم�ارز بوكه هيچ دانش�آموز

ى آن�روز من، ابتداا كه با تئورال نمى�كند؛ چرا سؤه�ها رمثل باز
شادم، سپس تابع يك به�يك و پـوايه مى�كرا ارم تابع ربايد مفهـو

دنايه�ى تابع�هاى مناسب، به اثبات هم�ارز بوا؛ در نهايت با ارر
فىفت. از طرال رى بالا زير سؤاين تئورداختم. بنابرآن�ها مى�پر

انى در دانشگاه شهيدباهنر در سالخانم دكتر گويا در يك سخنر

ايهات حل مسايل مدل شده، ارد مضرا در مور، مطلبى ر١٣٧٥
دندى من؛ و مثالـى آورات همان تئورتى مضردند، يا به عبـاركر

ن تشكيلا بدول رى دستگاه دو معادله و دو مجهوكه دانش�آموز
د من تا آند. اما خوده بـودستگاه، فقط با كمك شكل حـل كـر

دم. تا اين�كه يـك روز درده بـوا تجربه نكـرع كـار رقع اين نـومو
دمح كرمى مطرگرا به منظور سريكى از كلاس�ها، مسأله�ى زير ر

ه به شعاع يك بيش�تر استى محيط يك دايركه «تعداد نقاط رو
؟»ه به شعاع دوى يك دايريا تعداد نقاط رو

ــم،ّــت نــقـــش مـــعـــلّبــه
دلــيـــل اهـــمـــي
دارخوره
اى برت ويژّمان از اهمـيّش معلنامه
هاى آمـوزبر

ظايـ0ان يكـى از وا به
عنـود كه اين مـهـم راست. مجلـه در
نـظـر دار
ايت
هاىان رونى در مجله با
عنواصلى خويش بداند. به
همين منظور، ستو

ىديـك
تـرابـطـه
ى نـزانـيـم رمعـلـمـان ريـاضـى بـاز شـده اسـت تـا از
طـريـق آن، بـتـو
صتاى محققان و معلمان محقق فرايت
ها برار كنيم. اين روقربا
معلمان ر ياضى بر

شى و تدريس كه از دل كـلاسد تا به
تبيين نظـريـه
هـاى آمـوزد مى
آورجونده
اى بـه
وارز
ًر مى
آيند و مجـدداَند. آن
گاه نظريه
ها به
عمـل ددازشد، بپـرم مى
جوّس و عمل معـلدر

آيند هم
چنان ادامه پيدا مى
كند.د و اين فرعمل به
نظريه كشانده مى
شو
ستند.اى ما بفرا برد رايت
هاى خود كه روامى انتظار مى
روان گراز همكار

كات علما كه زد، زيرار گيرم قرشمند است كه در
اختيار عمومانى ارزعلم ز
نداق0 شود وت تجربه
هاى
خوّنشر آن است. معلمان عزيز بايد به
اهمي

ند.دازدن آن
ها بپرو با
پويايى به
غنى
تر كر

ش رياضىشد آموز ر

اثبات�هاى بدون كلام
اى هم�ارزى مجموعه�هابر

ىقاسم حسين�قنبر
دبير رياضى سمنان
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اندر ابتدا، همان�طور كه انتظار داشتم، اكـثـر دانـش�آمـوز
 بيش�تر است. بعـد از٢ه به شعاع ى دايراب دادند نقـاط روجو

اى تحريك آن�هادند، بران نااميد شده بوچند دقيقه كه دانش�آموز
ند وابرگفتم كه نشان دهيد كه تعداد نقاط اين دو شكل با هم بـر

عه با هم، هم�ارز هستند.دو مجمو
خى ادامه دادندف شدند، اما بران منصرتعدادى از دانش�آموز

اى، شكل زير ردند. دو ـ سه نفرايه كرش مختلـ? ارو چند رو
دند:كشيده بو

١ شكل 

١ـ١م تناظر د، در اين شكل مفهوهمان�طور كه ديده مى�شو
د. اماا شامل نمى�شوح بيان نشده است و همه�ى نقاط رضوبه و

د:ا كشيده بوان شكل زير ردر اين بين، يكى از دانش�آموز

٢شكل 

اى اين مسألهن كلام برتى اين دانش�آموز يك اثبات بدوبه عبار
دهح كرعى كه خانم گويا مطرضـود. اين اتفاق و موده بوايه كرار
م. به هميندازش بپرد كه بيش�تر به اين روا مصمم كردند، مربو

دارش هنر حل مسأله» ودليل، در سال�هاى بعد كه كتاب «آموز
ا مغتنمصت رسم شكل، فرد راهبرسى شد، در بخش رسيستم در

ع اختـصـاص دادم كـهضوا هم به ايـن مـودم و جلـسـه�اى رشمـر
سم شكلا با كمك رعه�ها رى مجموان، مسايل هم�ارزدانش�آموز

ن كلام شـدهى اثبات�هاى بدوحل كنند و نتيجه�ى آن، يـك�سـر
د.ده مى�شواست كه در ادامه آور

استم كه نشانان ساده�ترين مسأله، ابتدا از بچه�ها خوبه عنو

عه�ى اعـدادعه ى اعداد حسابى و مجـمـو (مجموNوWدهنـد 
 معلم�هاى عزيز اين مسألهًلاند. از آن�جا كه معموطبيعى) هم�ارز

اى) حل مى�كنند، اين مسـألـه بـر١ا در كلاس�هاى ريـاضـى (ر
ع، خالى از لط?اى شرولى بـرند؛ وبچه�ها چنگى به دل نمى�ز

ج،ى اعداد طبيـعـى و اعـداد زوتيب هـم�ارزد. به هميـن تـرنبـو
ا زير هم بنويسيم، تناظرا كه اگر آن�ها رد. چرمشكلى ايجاد نكر

عه�ى(مجمـوN و Zى اهد شد. اما هـم�ارزد نظر ايجاد خـومور
ا كمى دچارعه�ى اعداد طبيعى)، بچه�ها راعداد صحيح و مجمو

ايه مى�شد،ان ارسط دانش�آموز توًلاشى كه معمود. روچالش كر
د:به شكل زير بو

٣شكل 

در اين�جا بعد از كمى بحث و مشـخـص شـدن اشـكـالات
ايـه شـد.ان ارسـط دانـش�آمــوزش ديـگـر تـوش بـالا، دو رورو

اه�حلنه كار كه هدف، كش? رنشان مى�كنم كه در اين�گو(خاطر
اان ر نبايد دانش�آموزًان است، معلم اصلاد دانش�آموزسط خوتو

دشزا گوادهاى كـار راهنمايى كند؛ بـلـكـه فـقـط ايـر�رًمستقـيـمـا
مى�كند.)

د:ايه شد، چنين بوان ارسط دانش�آموزش كه تولين رواو

٤ شكل 

د:م، اين�چنين بوش دورو

٥شكل 
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ا بهد و هنگامى�كه بچه�ها آن�رن كلام بو بدوًم، كاملاش دورو
ا يافتهدشان آن رم نمى�شد كه آن�ها خو باورًمن نشان دادند، اصلا

دند وده بودشان فكر كرد و آن�ها خولى حقيقت اين بـوباشند! و
شى صحيحد اين�كه روجول، با وش اوهيچ منبعى نداشتند. رو

ا دردم كه اگر تقسيـمـات رال كران سؤلى من از دانش�آمـوزد وبو
شش دادهه�خط ادامه دهـيـم، آيـا هـمـه�ى نـقـاط، پـوهر دو پـار

د كه ازند و هيچ نقطه�اى باقى نمى�ماند و هـدفـم ايـن بـومى�شو
د به اعداد گنگ آمـادهاى وروا برمينـه رصت استفاده كـنـم و زفر

كنم.

هى ديگر، از تكنيك تبديل يك مسأله به مـسـألـه�ىاما گرو
اش بسيار جالبى، مسأله رده و با شكل زير به روديگر استفاده كر

دند:ده بوحل كر

٩شكل 

ن كلام است.� بدوًد اثبات كاملاهمان�طور كه ديده مى�شو
اه�حل�هاى غلط سـايـرخى اشتـبـاهـات و ربا مشاهـده�ى بـر

مجه شدم كه اكثر اشتباهات ناشى از تداخل دو مفهوه�ها، متوگرو
عه�هاى بالال» و «تعداد نقاط» يا همان عدد اصلى در مجمو«طو

ا بيش�تر متمايـز كـنـم،م راى اين�كه اين دو مفـهـواست. لذا بـر
] و°و١ه�ى [ى در بـازفتم در ادامه ى كـار، هـم�ارزتصمـيـم گـر

اهـم. ازا از بچـه�هـا بـخـو (اعداد حـقـيـقـى) ر Rعـه�ى مجـمـو
سيد،سيدن به اين نتيجه، كمى مشكل به نظر مى�رآن�جايى�كه ر

استمفتم كمى به بچه�ها كمك كنم. لذا از بچه�ها خوتصميم گر
ه�خط با هـم،ه و يك پـاركه ابتدا نشان دهـنـد كـه يـك نـيـم�دايـر

1

2

اى (اعداد صحيح) ديگر مسأله�اى برZعه�ى ه�ى مجمودربار
(اعداد گويا و اعـدادZ و Qى د نداشت؛ فقط هـم�ارزجوحل و

ح آنصحيح) مى�ماند كه به منظور حفظ شادابى كلاس، از طر
فتم و از بچه�هـااير ره�ها و دواغ بازدم. سپس به سـرى كرددارخو
١ه به شعاع ى يك دايرعه نقاط رواستم كه نشان دهند مجموخو

نـد. باهم، هـم�ارز٢ه به شـعـاع ى يك دايـرع نقـاط روو مجمـو
ا حلان اين كلاس هم مانند همان دانش�آموز، مسأله ردانش�آموز

ه خطاى يك پارا براستم كه اين كار ردند و در ادامه از آن�ها خوكر
 انجام دهند. از آن�جايى�كـه٢ل ه�خط به طو و يك پـار١ل به طو

ه�هاى مختلـ?هى انجام مى�شد، بـيـن گـروت گروكار به�صـور
ا سريع�ترد كه مسأله ره سعى مى�كرگرود و هرقابت ايجاد شده بور

دند كه به دليل عجله درايه مى�كراه�حل�هايى ارخى رحل كند. بر
ايه شده در شكل زير:اه�حل ارد از جمله ركار، ناقص يا غلط بو

٦شكل 

ستايه شدند، دران ارسط دانش�آموزش زير كه تواما دو رو
دند:بو

لش اورو

٧شكل

مش دورو

٨شكل
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ى كشيدهاى اين� هم�ارزا بره�ها شكل زير رخى از گروند. برهم�ارز
دند:بو

١٠شكل 

ه�خط تبديلا به پارعه ره�ها هم هر دو مجموخى از گرواما بر
عهدند كه دو مجمودند و با كمك مسأله�ى قبل، ثابت كرده بوكر

ند.با هم، هم�ارز
هاستم نشان دهند كه يك نيم�دايران خودر نهايت از دانش�آموز

ند كه با حل اين مسأله، آخرينو خط اعداد حقيقى با هم، هم�ارز
د اين مـسـألـه،ديم. هر چـنـد كـه در مـورا طى مـى�كـرحلـه رمـر

ايهست زيادى ارش�هاى نادرفـت و رولانى در گرجر�وبحث طو
لى در نهايت بچه�ها به شكل زير دست يافتند:شد، و

١١شكل 

اه ردم كه دو نقطه�ى انتهايى نيم�دايرالبته من به آن�ها كمك كر
ند.نخورحذف كنند تا به مشكل بر
اا بكنم و كار رى نهايى رد كه نتيجه�گيردر اين�جا نوبت من بو

د،ن كلام بوجمع�و�جور كنم. از آن�جا كه همه�ى اثبات�ها بـدو
دم:ايه كرا ارن كلام زير رمن نيز اثبات بدو

}
≅

IR≅

IR≅

ل وت طودر ضمن در پايان، با كمك مسأله�ى بالا، تـفـاو
اقع در آخرينا كه در ودم. چراى بچه�ها بيان كرا برتعداد نقاط ر
ى بى�نهايت است؛ل ديگـر و طو١عه ل يك مجمومسأله، طـو

ند.لى با هم، هم�ارزو
فتم:اما نتايجى كه از اين كار گر

چند كه اين كـارهى و فكر جمعى، هـرجه به كار گرو تو.١
اه است.صدا همردر كلاس با سرو

الات دراى پاسـخ بـه سـؤدن بـرمان فـكـر كـرجه بـه ز تـو.٢
 تـا١٠الات اين كلاس حداقـل ا كه پاسخ اكثر سـؤكلاس. چـر

قع داريم كه همانند توًلالى ما معموقت نياز داشت. ودقيقه و١٥
سند!اب برالات كنكور بچه�ها سريع به جوسؤ

ان با مفاهيم مختل? در هنـگـامگير شدن دانش�آمـوز در.٣
ل و اعداد گنگحل يك مسأله. همان�طور كه ديديم مفاهيم طو

دند.گير كرا دربه�طور ضمنى در كار ظاهر شدند و بچه�ها ر
ى از مشكلاتدن بسيـاراى از بين بـرب است كه بـر خو.٤

اى كارسه حداقل يك كلاس برهى، در هر مدركلاس�هاى گرو
د.احى شوهى طرگرو

١٢شكل 


