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سيم كه عجيب و گنگ و نامنظم�اند، انگار كهحال به اعدادى مى�ر
ضيح و فهمعادى�اند كه توند، آن�چنان غيربى ندارهيچ خاصيت خو
دن چنينسد؛ حتى گاهى عدد بوممكن به�نظر مى�رماهيتشان غير

د…داتى نيز انكار مى�شوجومو
)١٧٣٤(١ايساك بارو

ع مى�كنيم:ترين عدد گنگ شروبا مشهور

  2

تر يك مثلـثان ومى�دانيم كه اين عدد به�طور طبيعى به�عـنـو
دند. گنگ بـو ظاهر مى�شـو١ل اويه با ساق�هايى به طـوقائم�الـز

ايىسو با ر٢سيانسط فيثاغورسال قبل از ميلاد تو٥٠٠د حدو 2  
آشكار شد. رياضيات و فلسفه�ى آن�ها بر پايه�ى اعداد طبيعى و

انست خيلىد، و لذا اين كشH مى�توچك بونسبت�هاى عددى كو
دند كـهادى نبوسيان تنهـا افـره فيثاغـورآور باشد. بـه�عـلاودسردر

اكنش بد نشان دادند.به�ظهور اعداد گنگ و
هان خلـH يك بر،2  دن  همه�ى اثبات�هاى گنگ بوًتقريبا

انيم بنويسيمگويا باشد، در نتيجه مى�تو 2  ض كنيد د. فردار

)١(            
  

2 = m
n

 اعداد صحيح�اند. سپـس، بـا اسـتـفـاده ازn و mكه در آن 
ش�هاى كلى محاسباتى، نشان مى�دهيم كهخى روبر

  
2 = m1

n1

چكتركو m1  ً عى ساده�تر است (مثلاكه اين كسر جديد به نو

گنگ راكفا
استى رمار

اد اسلامى اسلام�شهر دانشگاه آزهابى،ضا وجم: حميدرمتر

ند). بـاارقردو براست، يـا هـرnچكتـر از كو n1   است، يـا mاز 
ار اين عمل،تكر

  
2 = m2

n2

و سپس،

  
2 = m3

n3

2  اى ى برت گوياى ساده�ترتيب، هربار عبارو به همين تر

ان تـاا نمى�تـواضح است كه ايـن عـمـل ربه�دست مى�آيـد. امـا و
١ى با ج مسـاوت يا مخـره، صـوربى�نهايت ادامـه داد. بـالاخـر

سيد. و اين هماناهيم رچ مشابهى خواهد شد، يا به حالت پوخو
ا بنويسيم، به) ر١ت (انيم عبارض كه مى�توتناقض است. اين فر

دن كسر، به ناچار به يك تناقـض؛ بـهش كلى ساده�كـراه روهمر
ست است، منجر شد. تنها نتيجه�ىى�اى كه مطمئنيم نادرتساو

2  اقـع ممكن است، يعـنـى در و) غير١ممكن اين اسـت كـه (

گنگ است.
اىشى برن بايد رولى اكنوهان است، وى بـراين شكل ظاهر

ائه دهيم، و اين همان قـسـمـتـى اسـت كـهها اردن كسـرساده�كـر
ً، و احتمالاًلاد. معموائه مى�شـواى آن ارهان�هاى مختلفى بـربر

ابسته بههانى است كـه وسيان انجام دادند، بـرآن�چه كه فيثاغـور
:٣ مى�باشدn و mامل عو

m2  )، ١بنابر( = 2n2، پس   m2  و در نتيجهmج است. زو
m  انيم بنويسيـم پس مى�تـو = 2k. 4   در نتيجـهk2 = 2n2 و لذا
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  2k2 = n2. پس   n2  و در نتيجـهn١اين در (ج است. بنابر زو(
انيم ازا مى�تو ر٢ج هستند و لذا يك عامل  زوn و mهر دو عامل 

سيم. البتهج حذف كنيم تا به يك كسر ساده�تر برت و مخرصور
ًد، مثـلان ايجاد تنـاقـض انـجـام مـى�شـوه بـدواراين عمـل هـمـو

  

6
8

= 3
4

لى  و،
  

3
4

د. تناقـضان بيش�تر از اين ساده كرا نمى�تـور 
اها ردن كسر) بدين دليل است كه عمل ساده�كر١ايجاد شده از (

م ادامه داد.ان به�طور مداومى�تو
ىت كمترائه مى�كنيم كه شهرا ارى رهان ديگردر اين�جا ما بر

nوmامـل ا به تشخيص عـوعى ساده�تر است، زيرلى به نـود ودار

د:بستگى ندار
m2  )، ١بنابر( = 2n2پس ،

)٢(  n < m < 2n

ت زير مى�نويسيما به�صورر 2  ن اكنو

  

2 = 2( 2 −1)

2 −1
= 2 − 2

2 −1
=

2 − m
n

m
n

−1
= 2n − m

m − n
= m1

n1

)،٢اما بنابر(

  2n < 2m ⇒ 2n − m < m ⇒ m1 < m

ت (وج) كسر جديد، از صـور مخرًت (و مشابهـاپس صور
سيديم.د نظر رند و ما به تناقض مورچك�ترج) كسر قبلى، كومخر

سى ديگر اعداد گنگ، بياييد لحظه�اىفى و بررپيش از معر
فته�ايم، فكرا ناديده گرن آن رسش اساسى، كه تا كنوى يك پررو

كنيم:

 چيست؟ًيك عدد گنگ دقيقا
اى مافقط از نظر هـنـدسـى بـر 2  جه كنيد كـه مـاهـيـت تو

چه 2  لى از نظر عددى، فقط نشان داديم كه مشخص شد، و
ى هست. پـاسـخاند باشد، نه اين�كـه چـه�چـيـزى نمـى�تـوچيـز

مفيد است:لى غيرق، پاسخى صحيح وال فود سؤاستاندار
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م غير مكررى نامختويك عدد گنگ، يك عدد اعشار
است.

د؟ب يا تقسيم كرا ضرم رى نامختوان� اعداد اعشارنه مى�توچگو
ااه رى كامل يك عدد دلخـوان بسط اعشارنه مى�تـويا حتى چگـو

ىان مثال، هيچ�كس نمى�داند بسط اعشـارد؟ به عنوبه�دست آور
ًاقعـا چيست؟ وًى، يك عدد گنگ دقيقـاچيسـت. آر 2  كامل 

دهم پاسخن نوزه، در قـرالى بسيار عميق است. بالاخـراين سؤ
ال داده شد. در مقام مقايسه، عدد مختلطقانع�كننده�اى به اين سؤ

  i = د،فته مى�شو در هاله�اى از ابهام در نظر گرًلا كه معمو،1−
١٨٠٠د سال قابل تعريH است؛ و در حدو 2  خيلى آسان�تر از 
سيان حق داشتند كه�فيثاغورًاقعاك شد. وشنى درماهيت آن به رو

حمت بيفتند. ما در اين مقاله به دنبال تعريH دقيق ماهـيـتبه ز
اجعه به تعريH دقيق اعدادن مراقع ما بدواعداد گنگ نيستيم. در و

نه اعداد ادامهى از اين�گوانيم به يافتن مثال�هاى ديگرگنگ، مى�تو
ى بيان مى�كنده�ى ديگره�ى زير به شيواران مثال، گزدهيم. به عنو

 گنگ است:2  كه 

mهيچ عدد گوياى 
n

ى كه د به)طورد ندارجوو 
  
(
m
n

)2 = 2.
ا نشان مى�دهد،ر 2  دن هانى كه گنگ بوكافى است در هر بر

mكسر  2  به جاى 
n

ض ا با فرر 
  
(
m
n

)2 = ار دهيم.قر 2
اى يافتن ساير اعداد گنگ ادامه مى�دهيم.ا برجستجويمان ر

ىا جبرى است (يك عدد راقع يك عدد گنگ جبردر و 2  عدد 
ايب گويا باشد؛تى�كه ريشه�ى يك معادله با ضرمى�ناميم در صور

ى نباشد، عدد متعالى مى�ناميم). طبيعى استا كه جبرعددى ر
حله با ساير اعدادى اعداد گنگ، در اين مركه در مسير جستجو

2   ،3  ى مانند گنگ جبر + 3، n،   n3 اجه موو غير
،2  هان نه اعداد، مشابه بردن اين�گومى�شويم. اثبات گنگ بو

اضح است كهى ساده امكان�پذير است. البته وفند جبربا يك تر
دجوگنگ نيستند. بـا و 9   ًنه اعداد گنگ؛ مثـلاهمه�ى اين�گو

شن است، همه�چيز روًاى ظاهراين�كه در دنياى اعداد گنگ جبر
ا در نظـرال ران مثال اين سؤد. به�عنـود دارجوانعى هـم ولى موو

انيم نتيجه بگيريم كـه گنگ باشند، آيا مى�تـو�bو�aبگيريد: اگـر 
ab،نيز گنگ است؟ شايد تصور كنيد كه پاسخ مثـبـت اسـت 

د، نشانهان جالبى كه داراه با برلى چنين نيست. مثال زير همرو
ق منفى است:ال فومى�دهد كه پاسخ سؤ

عدد 
  ( 2

2
) ا در نظر بگيريد.ر 2

  ( 2
2

) 2 = ( 2) 2. 2 = ( 2)2 = 2

  2
2   يا گوياست يا گنگ است. اگـر 2

 گويا باشد،2
a  ار مـى�دهـيـم قـر = b = 2   اگر .2

ارگـنـگ بـاشـد، قـر 2
a  مى�دهيم = 2

b  و  2 = نه�اىت، نمو پس در هر صور.2
ق�نمى�دانيم آن عدد چيست؟ در مثـال فـوًاقعـايافته�ايم، ليكـن و
2  ن دانستن ماهيت دقيق يك عدد مانند ديديم كه حتى بدو

2،
،١٩٣٠اقع در سـال ار داد. در ود استفاده قـرا موران آن رمى�تـو

2  د كه  ثابت كر٤مينر.كوز
هاندن برگنگ است. جديد بو 2

اند سختدن يك عدد چقدر مى�تونشان مى�دهد كه اثبات گنگ بو
ام اعداد و تعميم�شـانnا از ريشه�هـاى قتى پا راقـع وباشد. در و

اتر مى�نهيم، با اعدادىيعنى ريشه�هاى معادلات چند جمله�اى فر
2  نظير 

دنان گفت اثبات گنگ بواجه مى�شويم؛ كه مى�تومو 2
ى، مى�بينيد كـه هميشه سخت اسـت. آرًنه اعداد تقريـبـااين�گو
ا در زيـر نـقـابـى ازان تـعـريـ�Hهـاى مـشـكــل رنـه مـى�تـوچـگـو

د. تعريH دقيق اينكه يك عددى�هاى ساده مخفى كرعلامت�گذار
سد چيست؟ در ادامه، مـثـال�هـاىان يك عدد گنـگ مـى�ربه تـو

ندن آن�ها تا كنوائه مى�دهيم كه گنگ بوا ارى از اعدادى ربيش�تر
ثابت نشده است.

ك مى�كنيم و به دنياى اعـدادا ترى رن جهان اعداد جبـراكنو
ا در نـظـرد مى�شـويـم. ابـتـدا عـدد مـشـهـور زيـر رارمتـعـالـى و
مى�گيريم:

e

ا، ابتدا بايد تعريH دقيق اين عدد رeدن قبل از اثبات گنگ بو
دجو وeاى  چندين تعريH هم�ارز بـر،2  خلاف بيان كنيم. بـر

دد؛ كهمى�گر ميلادى بر١٦٠٠د سال لين تعريH به حدود. اودار
ت زير است:به�صور

)٣( 
  
e = lim

n→∞
(1+ 1

n
)n

ه�ىط به بهر در امور مالى و مباحث مربوًلااين تعريH معمو
ى كه اغـلـب درد. تعريH ديـگـرسته ظاهـر مـى�شـوكب پـيـومر
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fفى تابع د، معرمطالعه�ى حسابان از آن استفاده مى�شو (x) = ex

e  ت  به�صورeو سپس تعريH عـدد  = f است. البته در اين (1)
fال ما تغيير مى�كند: پايه�ى تابع هيافت فقط سؤر (x) = ex چه

،aاه اى هر پايه�ى دلـخـود؟ در حقيقت بـره�اى دارخاصيت ويـژ
ى كهد به�طورد دارجو وMيك عدد ثابت 

d
dx

(ax ) = Max

ت زير تعريH كنيم:ا به�صور رeانيم عدد يكتاى حال ما مى�تو
M  اى آن پايه�اى كه به از =  مى�ناميم. يعنىeا عدد د رمى�شو 1

)٤(d
dx

(ex ) = ex

) معادل�اند.٤) و (٣تعري�Hهاى (
ى نامتناهى زير تعريـHت سـرا به�صور رeدر اينجا ما عـدد 

مى�كنيم:

)٥(
  
e = 1

k!
k =0

∞

∑ = 1+ 1
1!

+ 1
2!

+ 1
3!

+L

ت د. ابتدا بسط عبار) نتيجه مى�شو٣) از (٥(
  
(1+ 1

n
)n ا بار

جمله�اى مى�نويسيمل دومواستفاده از فر

  
(1+ 1

n
)n =

n

k
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

k =0

n

∑ (1)n− k (
1
n

)k

  
=

n

0
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
n

⎛
⎝

⎞
⎠

0

+
n

1
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
n

⎛
⎝

⎞
⎠

1

+
n

2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
n

⎛
⎝

⎞
⎠

2

+
n

3
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
n

⎛
⎝

⎞
⎠

3

+L

  
+

n

n
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
n

⎛
⎝

⎞
⎠

n

  
= 1+1+ 1

2!
(1− 1

n
) + 1

3!
(1− 1

n
)(1− 2

n
)+L

  
+ 1

n!
(1− 1

n
)(1− 2

n
)L(1− n −1

n
)

در نتيجه

  
lim
n→∞

(1+ 1
n

)n = 1+1+ 1
2!

+ 1
3!

+L= 1
k!

k =0

∞

∑

اى اثبات اين مطلب، ابتداد. بر) نيز نتيجه مى�شو٤) از (٥(
fن تابع بسط مكلـور (x) = ex ل نقطـه�ى ا حور  x0 = به�دست 0

مى�آوريم

  

f (x) =
f (0)

(k)

k!
k=0

∞

∑ xk = e0

k!
k=0

∞

∑ xk = xk

k!
k=0

∞

∑

در نتيجه

  
e = f (1) = 1

k!
k =0

∞

∑

قــــــضـــــــيـــــــه�ى زيـــــــر بـــــــا اســـــــتـــــــفـــــــاده از
) Hد.) ثابت مى�شو٥تعري

 گنگ است.e ):٬١٧٣٧ ٥قضيه) (اويلر
 نيز با استـفـاده ازeدن  اثبات گنگ بـو،2  . مشابـه هـانبر

 گويا باشد، در نتيجهeض كنيد د. فرهان خلH انجام مى�شوبر
انيم بنويسيممى�تو

)٦( e = m
n

)،٥ اعداد صحيح�اند. بنابر(nوmكه در آن 

  
en! = n!+ n!

1!
+ n!

2!
+L+ n!

n!
+ n!

(n +1)!
+ n!

(n + 2)!
+L

)،٦در نتيجه بنابر(

)٧(

  

m

n
n!− n!− n!

1!
− n!

2!
−L− n!

n!
= n!

(n +1)!
+ n!

(n +2)!
+L
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)، بين صفر و يك است.٧است (ف رنشان مى�دهيم كه طر

  
0< n!

(n +1)!
+ n!

(n + 2)!
+ n!

(n + 3)!
+L

  
= 1

n +1
+ 1

(n +1)(n + 2)
+ 1

(n +1)(n + 2)(n + 3)
+L

  
< 1

n +1
+ 1

(n +1)2 + 1
(n +1)3 +L

ع آنى هندسـى اسـت كـه مـجـمـوت يك سـرآخريـن عـبـار
ت زير به�دست مى�آيدبه�صور

                                                           

لجمله او

  

= =

1
n +1

1− 1
n +1

= 1
n

عجموم

                                                          

قدر نسبت

)، بين صـفـر و يـك اسـت؛ در٧است (ف ردر نتيـجـه طـر

) يك عدد صحيح است. اين تـنـاقـض٧ف چپ(حالى�كه طـر
 يك عدد گنگ است.eنشان مى�دهد كه 

دد،مى�گر بر٦تناك�نيو و ايز١٦٦٥) به سال ٥چه تعريH (اگر
ائه شد. ار٧ف فوريهسط ژوز تو١٨١٥ق در سـال هان فولى برو

اى ى بر و٨هان اصلى اويلر بر پايه�ى بسط كسر مسلسلبر
  

e −1
2

مى�باشد.

  

e −1
2

= 1

1+ 1

6 + 1

10+ 1
14+L

اقع نشان مى�دهد كه مقدار ق در وكسر مسلسل فو
  

e −1
2

ابربر 
با حد دنباله�ى زير است

  

a1 = 1, a2 = 1
1

, a3 = 1

1+ 1
6

= 6
7

, a4 = 1

1+ 1

6 + 1
10

= 61
71

 ,L

يعنى 
  

e −1
2

= lim
n→∞

an.
اه يك بسطدر حقيقت هر عدد دلخو

ان مثال،د. به�عنوكسر مسلسل ساده دار

  

2 = 1+ 1

2 + 1

2 + 1
2+L

ان اثباتا به سادگى مى�تور 2  بسط 
اى ر كار بـيـش�تـرeلى اثبات بـسـط د وكـر

اضح اسـت كـه يـك كـسـرمى�طـلـبـد. و
مسلسل متناهى (يعنى كسر مسلسلى كـه

ت�هـاحـلـه�اى بـه بـعـد صــوردر آن از مـر
ند)، يك عدد گـويـاسـت.ى صفرمسـاو

د كه هر كـسـرعكس، اويلر ثـابـت كـربـر
مسلسل ساده�ى نامتناهى،گنگ اسـت.

٤٤
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ه به�ويژ
  

e −1
2

 گنگ است.eو در نتيجه  
اى هر عدد صحيح ناصفرا با بيان اين�كه به�از رeمبحث عدد 

m عدد ، em اضح استسانيم. ونيز گنگ است، به پايان مى�ر
)  ا صدق نمى�كند، زير 2  د كه اين مطلب در مور 2)2 = 2.

 مشكل�تر اسـت؛eدن از اثبات گنگ بـو emدن اثبات گنگ بـو
 گنگ٩تهان لامبرساز نيست. يـود كارش فوريه در اين موررو
هاى مسلسل اثبات با استفاده از كسر١٧٦٦ا در سال ر emدن بو
Ln2  ً ان نتيجه�اى از اين مطلب ثابت مى�كنيم كه مثلاد. به�عنوكر

گنگ است:

 گويا بـاشـد، آن�گـاه Ln2  اگـر 
  
Ln2 = m

n
nوm كـه در آن 

ى اعداد صحيح�اند. تساو
  
Ln2 = m

n
e  معادل  

m = 2n ،است
مــــــتــــــنــــــاقــــــض emدن كــــــه بــــــا گــــــنــــــگ بــــــو

اســـــت. ايـــــن تـــــنـــــاقـــــض نــــــشــــــان مــــــى�دهــــــد
ى از يك عدد يك عدد گنگ است. اينك، مثال ديگر Ln2  كه 

سد و حاصل يك عددان يك عدد گنگ مى�رگنگ داريم كه به تو
e  د؛ گويا مى�شو

Ln2 = 2.
ه در آسمـان اعـداد گـنـگخـشـان�تـريـن سـتـارن بـه دراكـنـو

مى�نگريم:

π

πبه�طـور طـبـيـعـى عـدد 

هان نسبت محيط يك دايربه�عنو
د.ش تعريـH مـى�شـوقطـربـه 

 ايــن،2  خــلاف لــى، بــرو
 تبديل بـهًاتعريH هندسى فـور

د.داده�هـاى عـددى نـمـى�شـو
ان سال است كه انسان�هـاارهز

ل�هـا وموى فـرجـودر جسـت�و
اىى برتخميـن�هـاى دقـيـق�تـر

 هستـنـد.πمحاسبـه�ى عـدد 
ل زيــر، بــخـــشـــى ازجـــدو

تـاريـخـچـه�ى تـخـمـيـن�هـاى
ا نــــــشـــــــانر πعـــــــددى 

ل مقابل)(جدومى�دهد.

تعجب πان مقدار ق به عنول فودر جدو٤شايد از ديدن عدد
د به يك رويداد احمقانه كـهط مى�شوع مربوضوده باشيد. مـوكر

، كـه٢٢دويـندگوارخ داد. شخصـى بـه�نـام ادو ر١٨٩٧در سـال 
د، نمايندگـانه�ى منطق بـوج از دايرش خـاران گفت افكـارمى�تو

د كه چاپ يك اسكناس بها قانع كرمجلس سناى ايالت اينديانا ر
دار بـوسانند. اين اسكناس عجيب قـرا به تصويب بـرر πش ارز

لى قبل ازباشد. و πاى بيان مقدار شامل شش�شكل هندسى بر
ى كنند،أى�گيرع رضود اين مواين�كه نمايندگان مجلس سنا در مور

ا ازضيح داد و آن�ها ربه آن�ها تو πد عدد يك رياضى�دان در مور
د.ف كراين كار منصر

حق مطرل فود جدوى ممكن است در مورال كلى�تر ديگرسؤ
داخته�اند، به اين�نكتهپر πادى كه به محاسبه�ى مقدار د: آيا افرشو

 يك مقدارًفـاده�اند صرا كه به�دست آورده�اند كه عددى راقH بوو
اشميـدس ايـن ر ارًتقريبى است، نه يـك مـقـدار دقـيـق؟ يـقـيـنـا

اضحع وضـواد قديمى�تر، اين مـود افـرلى در مورمى�دانسـت؛ و
نيست.
ا بدانـيـم.ر πل قم اون رض كنيد هشت تـريـلـيـو فـرال.سؤ
؟گوياست يا خير πاند به ما بگوييد كه ى مى�توچه�چيز
 هيچ�چيز.ً يقينااب.جو

جبل تاريخ رياضيات مودر طو πتمايل به محاسبه�ى مقدار 
شميدسش ارل�هاى زيبا شده است. روموكشH تعداد زيادى فر

شباشد. رو πاى محاسبه�ى ش�ها برشايد يكى از جالب�ترين رو
اساس محاسبه�ى محيط چند ضلعى�هاى منتظم محاطى وى برو

مانز
سال قبل از ميلاد٢٠٠٠
سال قبل از ميلاد٢٠٠٠
سال قبل از ميلاد١٢٠٠
سال قبل از ميلاد٥٥٠
سال قبل از ميلاد٢٥٠

ميلادى٢٦٣
ميلادى١٤٢٩
ميلادى١٧٠٦
ميلادى١٨٥٣
ميلادى١٨٩٧
ميلادى١٩٥٨
ميلادى١٩٩٥

πمقدار تقريبى 

  
3

1
8

  
(
16
9

)2

٣
٣

بين 
  
3

10
71

 و 
  
3

1
7

١٤١٥٩٫٣
١٤١٥٩٢٦٥٣٥٨٩٧٩٫٣

قم اعشارر١٠٠تا 
قم اعشار ر٥٠٠تا 

٤
قم اعشارر١٠٠٠٠تا 
قم اعشارد رميليار٦تا 

شخص يا مكان
١٠بين�النهرين

١١مصر

١٢چين

١٣كتاب عهد عتيق

١٤شميدسار

١٥ىهوليو

١٦غياث�الدين جمشيد كاشانى

١٧جان�ميشن

١٨ويليام شنكس

١٩ايالت اينديانا

٢٠سنيوژ

٢١ماسا كاناداياسو
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اقع محاسبه�ى مقدار تقريبىاحد، يعنى در وه�ى ومحيطى يك داير
  2π،ن هم از چند ضلعى�هاى محاطى و هـم از چـنـدد. چو بو

انست تقريب�هاى پايينى ود، توضلعى�هاى محيطى استفاده كر
دن تقريب�هاىاى به�دسـت آورد. او برا به�دسـت آورر πبالايى 

ًد. اساساابر مى�كـرا دوبرحله تعداد اضـلاع ردقيق�تر، در هر مـر
اىه براويه كه مـا امـروزانت نصـH زس و تانـژل�هاى سينـومـوفر

اساسمحاسبه�ى محيط چندضعلى�هاى منتظم به�كار مى�بريم، بر
عـ�ضلعى منتظم شرو٦ار است. او با يك شميدس استوش اررو
ى،لى از لحاظ تئـورسيـد، وـ�ضلعى ر٩٦ه به يك د و بالاخـركر

ىد. با حدگيران به�كار برجه�اى از دقت مى�توا با هر درش راين رو
ت زير به�دست مى�آيد:از محيط چندضلعى�هاى محاطى، عبار

  
π = lim

n→∞
3 × 2n sin(

π
3 × 2n )

سطاويه تـول�هاى نصـH زموچند ضلعى�هاى منتـظـم و فـر
،١٥٧٩ى در سـال ده شدنـد. و نيز بـه�كـار بـر٢٣ا ويـتانسـوفـر

د و با استفاده از يـكا محاسبه كرمساحت اين چندضلعـى�هـا ر
ا به�دستب نامتناهى زير رشمندانه، حاصل ضرى هوفند جبرتر

دآور

  

2
π

= cos
π
4

. cos
π
8

. cos
π

16
L

  
= 1

2
.

1
2

(1+ 1
2

) .
1
2

(1+ 1
2

(1+ 1
2

)L

ا به�شكلر πانيم مقدار فته، مى�توبا استفاده از حسابان پيشر
احد يعنىه�ى و مستقيم�تر به�دست آوريم. مساحت دايرِيك حد

π ت زير قابل بيان استبه�صور

  
π = 4 1− x2dx

0

1

∫
ل حدىموان فرق مى�توال فوحال با محاسبه�ى تقريبى انتگـر

ت زيرانيم عبـار، مى�تـوًد. مثـلابه�دست آور πاى مستقيمـى بـر
−1  ال يعنى انتگر x2 جمله�اى بسطا با استفاده از قضيه�ى دور

،١٦٦٦ال بگيريم. در سال دهيم و سپس جمله به�جمله انتگـر

الى كه كـمـىدن انتگـرتن با استفاده از اين ايده و با بـه�كـار بـرنيـو
دا به�دست آورى زير رد، سرق بوال فوت با انتگرمتفاو

  
π = 3 3

4
+ 24(

1
12

− 1
5 × 25 − 1

28 × 27 − 1
72 × 29 −L)

ى است كه، ايده�ى ديـگـر٢٤س مثلثـاتـىابع معـكـوبسط تـو
ده�اند.از آن استفاده كـر πاى محاسبـه�ى ها بـررياضى�دانان بـار

نا كه يك رياضى�دان آماتور هندى در قرع رل از اين نومولين فراو
 است١�arctgاقع همان بسط مشهور د، در ودهم كشH كرپانز

  

π
4

= 1− 1
3

+ 1
5

− 1
7

+ 1
9

− 1
11

+L

د:ه كـران اشارل زيباى ديگر نيز مى�تـومودر اين�جا به دو فـر
سـط تو١٦٥٥ب نامتنـاهـى زيـر كـه در سـال يكى حـاصـل�ضـر

 كشH شد٢٥اليسجان�و

  

π
2

= 2
1

× 2
3

× 4
3

× 4
5

× 6
5

× 6
7

×L

سط اويلر تو١٧٣٤ى نامتناهى زير كه در سال ى سرو ديگر
كشH شد

  

π2

6
= 1

12 + 1
22 + 1

32 + 1
42 +L

س حـاصـلاص تابـع سـيـنـوسـى خـول از بـررمـوهـر دو فـر
ند.مى�شو

لـىق زيبا هستـنـد، ول�هاى فومـود اين�كه همه�ى فـرجـوبا و
دناى اثبات گنگ بوانند به ما براضح نيست كه تا چه حد مى�توو
π ل�ها به تنهايى،مونه فر ساختار حدى اين�گوًكمك كنند. يقينا

ساند. شايد فكر كنيـد بـاب برا به نتيجه�ى مطلـوانند مـا رنمى�تو
ائهار πدن اى گنگ بوهانى بران بر بتوeدن هان گنگ بوتقليد از بر

 بهeى كه مثل سـر πاى ى بردن يك سـرلى به�دسـت آورد؛ وكر
است باشد، خيلى سخـت اسـت.تب و سرره�ى كافى مـرانداز

ش�هايىان با استفاده از چنين روا نيز نمى�تور emدن حتى گنگ بو
ى تابع تتا درا كه با استفاده از تئورى جالب زير رد. سراثبات كر
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 كشH شد، در نظر٢٦جانامانواسا��رسط سرينى و تو١٩١٤سال 
بگيريد

  

1
π

= (
2n!
n!n!

)3 42n + 5
212n+4

n=0

∞

∑

سد، مفيد به�نظر مى�رeى �مشابه سرًاق كه ظاهرى فوحتى سر
به�ما كمك كند. πدن اند در اثبات گنگ بونمى�تو

به ذهن πدن اى اثبات گنگ بوى كه برهيافت طبيعى ديگرر
چهاست. اگر πاى سد، يافتن يك�كسر مسلسل سـاده بـرمى�ر

ان يكى�يكى با استفاده از بسـطا مى�توى رجملاتى از چنين كسر
لى كسر مسلسل ساده�ى كاملساخت، و 2  مشابه  πى اعشار

π نشده است. كـسـر Hاىساده�ى زيادى بـرهاى غيرهنوز كش
π بل حاصل�ضـرمولين آن�ها كه نتيجه�اى از فـرد، اود دارجوو
 كشH شد٢٧نكرسط ويليام برو تو١٦٥٥اليس است در سال و

  

4
π

= 1+ 12

2 + 32

2 + 52

2+L

 گنگ نيستند.ًماهايى لزوحال چنين كسربه��هر
ت درسط لامبـركه تو πدن هان اصلى گنـگ بـواقع، بردر و

لى درهاى مسلسل است، واساس كسرائه شد، بر ار١٧٦٦سال 
ت ابتداس جالب استفاده شده است. لامبرش معكوآن از يك رو

دا به�دست آوركسر مسلسل تابعى زير ر

  

tgx = 1

(
1
x

) − 1

(
3
x

) − 1

(
5
x

)−L

 گويا باشد، آن�گاه اين كسرxاويه�ى د كه اگر زسپس ثابت كر

مسلسل بايد گنگ باشد. اما 
  
tg

π
4

=  گوياست، پس 1
  

π
4

 و در
 بايد گنگ باشد.πنتيجه 

لـىهان ظريH و زيباست؛ وت يك برهان لامبـر، برًلااصو
. به همين دليل ما٢٨ا مى�طلبداحل آن�كار زيادى راثبات تمام مر

πدن اى اثبات گنگ بو بر٢٩نان نيوهان جالبى از ايودر اين�جا بر

ا در نظر بگيريدال زير رده�ايم. انتگرآور

)٨ (
  
I = P x( )sin πx dx

0

1

∫
P  كــه در آن  x( ) = xN 1− x( )N و Nيـك عـدد صـحــيــح 

جه كنيد كـه دراهد شد. تـو انتخاب خـوًگ) است كه بعـدا(بزر
P  نقاط انتهايـى،  x( ) = ىال�گيردر نتيجه با استفاده از انتگـر.0

ء،ء به جزش جزبه�رو

  
I = 1

π
′P x( )cosπx dx

0

1

∫

P′  ن اكـــنــــو x( ) = NxN−1 1− x( )N − NxN 1− x( )N−1 و
P′  هم�چنان در نقاط انتـهـايـى،  x( ) =  با استفـاده ازً. مجددا0

ء،ء�به�جزش جزى به روال�گيرانتگر

  
I = − 1

π2 ′′P x( )sin πx dx
0

1

∫

كه در آن

  ′′P x( ) = N N −1( )xN−2 1− x( )N − N2xΝ −1 1− x( )N−1

  −N2xN−1 1− x( )N−1 + N N −1( )xN 1− x( )N−2

P′′  و هم�چنان در نقاط انتهايى،  x( ) = �با استفادهً، مجددا0
ء ،ء�به�جزش جزى به روال�گيراز انتگر

  
I = − I

π3 ′′′P x( )cosπx dx
0

1

∫

ش ادامه مى�دهيم. مشتق�هـاىا به هميـن روى رال�گيرانتگـر
ابع به�دستب مشتق توا نيز با استفاده از قاعده�ى ضر رP(x)الى متو

، تعداد جمـلاتP(x)اتب بالاتـر مى�آوريم. در مشتق�هـاى مـر
اهد شد و تمام جملات در نقاط انتـهـايـىبيش�تر و بيش�تـر خـو

اى اين�كه در يكى از مشتق�هـاىد. براهند بـوهم�چنان صفر خـو
د كه در يكى از نـقـاط جمله�اى حاصـل شـوP(x)اتب بـالاتـر مر

−1)   يا xNانتهايى، ناصفر باشـد، بـايـد از  n)x حداقـل Nبار 
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!Nفته باشيم. در نتيجه در جمله�ى مذكور يك عـامـل مشتق گر

الاى محاسبه�ى كامل انـتـگـرف ديگر بـراهيم داشت. از طـرخو
ا از آن�جاا انجام دهيم؛ زيرى رال�گيربار عمل انتگرN�٢)، بايد ٨(

 بعد ازً است، دقيقـاN�٢ى  مساوP(x)جه�ى چند جمله�اى كه در
Nى از آن، تمام جملاتش در نقاط انتهايى ناصفربار مشتق�گير�٢

ق،جه به مطالب فواهند شد. با�توخو

)٩      (
  
I = k1N!

πN+1 + k2N!

πN+2 +L+ kN+1N!

π2N+1

 اعداد صحيح�اند.kN+1  ،… و k1 ،  k2  كه در آن 
يك πض كنيد د. حال فرد ندارجوتا اين�جا هيچ تناقضى و

πعدد گويـا بـاشـد. در نـتـيـجـه  = m
n

 اعداد�nو�m، كـه در آن 

) در كسر ٩ى (ف تساودن دو طرب كرصحيح�اند. با ضر
  

m2N+1

N!

اهيم داشتخو

)١٠        (
  

m2N+1

N!
I = k

 يك عدد صحيح است.kكه در آن 
Nگ انـتــخــاب كــنــيــم كــهانــيــم آن�قــدر بــزرا مــى�تــو ر

  
0< m2N+1

N!
>0   هم�چنين .1> I الا هر جمله در انتگر زير،1>

) بين١٠ى (ف چپ تساواين طر) بين صفر و يك است. بنابر٨(
است آن يك عدد صحيحف رصفر و يك است، در حالى�كه طر

. يك عدد گنگ استπاست. اين تناقض نشان مى�دهد كه 
نان نيوهان اصلى ايواقع شكل تغيير يافته�ى برق در واثبات فو
ش بالاائه شده اسـت. از رو ار٣٠ميـتلز�هـرسط چاراست كه تـو

ان استفادهنيز مى�تو emى مانند دن اعداد ديگراى اثبات گنگ بوبر
اى اثبات گنگان برا با كمى دقت بيش�تر مى�توق رهان فود. بركر
πان�هاى بالاتر دن تولى اثبات گنگ بود، ونيز به�كار بر π2  دن بو

ان نشانق، حتى مى�توهان فوشى مشابه برسخت�تر است. با رو
ايب گويـام با ضـرجه�ى دوريشه�ى هيچ مـعـادلـه�ى در πداد كه 

يك عدد متعالى است. خاصيت متعالى πاقع نيست، يعنى در و
+1   عدد ًى�تر است. مـثـلادن قودن از خاصيت گنـگ بـوبو 2

ا ريـشـه�ى مـعـادلـه�ىلى مـتـعـالـى نـيـسـت، زيـرگـنـگ اسـت و

  x2 − 2x −1= دن يك عدد از اثبـاتاست. اثبات متعالـى بـو 0
تر است.اردن آن بسيار دشوگنگ بو

دازيمخى از اعداد مى�پرفى برحال، در پايان اين مقاله به�معر
دن اين مطلب در مورلى تا كنوچه به احتمال زياد گنگ�اند وكه گر

كيب اعـداداى ترش�هاى زيادى بـرآن�ها ثابت نشـده اسـت. رو
م نيست كـهلى معلـود، ود دارجوگنگ و ساختن اعداد جديـد و

دن اعدادان مثال گنگ بوحاصل كار هميشه گنگ باشد. به�عنو

π + e,πe ,πe

 نيـزeπهنوز ثابت نشده است. شايد تصور كنيد كـه عـدد 
د ثابت كر٣١ الكساندر�گلفانـد١٩٢٩لى در سال چنين است، و

e  ى د اين، تسـاوجوكه اين عدد گنگ اسـت. بـا و
π = (−1)i،

ً در دنياى اعداد مختلط، عددى كاملاeπنشان مى�دهد كه عدد 
د اينى كه در اين�جا بايد ذكر شـولى است. نكته�ى ديگـرمعمو

πدن چه گنگ بواست كه اگر + e  وπe ،هنوز ثابت نشده است
لى نشان دادن اين�كه حداقل يكى از آن�ها بايد گـنـگ بـاشـد،و

مجـــه�ى دوآســان اســـت. كـــافـــى اســـت مـــعـــادلـــه�ى در
  x

2 − (π + e)x + πe = نظر بگيريد، كه گويا نيست. پسا درر 0
πيكى از اعداد  + e يا πe.بايد گنگ باشند 

 به�دست٣٢تاى ريمـاناعداد جالبى نيز با استفـاده از تـابـع ز
مى�آيند

  
ζ(s) = 1

ks
k =1

∞

∑ = 1+ 1
2s + 1

3s +L      s = 2, 3,4,L

s  اى  مقدار اين تابع به ازًما قبلا = سط اويلر به�دست كه تو،2

آمده است، يعنى 
  
ζ(2) = π2

6
ا ديده�ايم. اويلر هم�چنين نشانر 

داد كه 
  
ζ(4) = π4

90
�هاىsاى  در حالت كلى مقادير اين تابع به�از.

ت زير مى�باشندج به�صورزو

  ζ(2n) = anπ2n

٣٣لـىنـوا اعداد بـرـا رهanا گويـا هـسـتـنـد. هanكـه در آن 

ها گنـگ�انـد.ζ(2n)  مى�نامند. ثابـت شـده اسـت كـه هـمـه�ى 
  ζ(2n لانى، هيچ�كساى مدتى طوند. بـرترموزا خيلى مره(1+
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اىتاى�ريمان بـه ازاى محاسبه�ى مقاديـر تـابـع ز�ايده�اى برًاقعـاو
sدن ، گنگ بو١٩٧٨قتى كه در سال د نداشت. وهاى فر  ζ(3)

 ثـابـت٣٤ىجر�آپـرمشهور بـه�نـام روسط يك رياضـى�دان غـيـرتـو
و مقادير پس از ζ(5)  دن ت شدند. گنگ بوشد،همه دچار حير

ن ثابت نشده است.آن تاكنو
ار ζ(1)  جه كنيد كه ائه�ى آخرين مثال خويش، ابتدا تواى اربر

ىا ســرد، زيــران تــعــريــH كـــرنــمــى�تـــو ∞ى جــز چــيـــز

 ٣٥نيك(هم�ساز)موهار
  
1+ 1

2
+ 1

3
+L لى اگرا نيسـت. وهمگر

Lnkه�اى صحيح از آن كم كنيم، به يك مقدار متناهىا به شيو ر
γ،سيم: مى�ر٣٦م به ثابت اويلرسو مو

  
γ = lim

k→∞
(1+ 1

2
+ 1

3
+L+ 1

k
− Lnk)

ن ثابت نشده است. مانـنـد سـايـرنيز تاكـنـو γدن گنگ بـو
γديد، دانستـن ايـن�كـه اعدادى كه در اين مقالـه مـلاحـظـه كـر

دى خاصى نداشته باشد؛گوياست يا گنگ، شايد فايده�ى كاربر
هاى تاريك دانش هميشهشن شدن مرزاى رولى رياضى�دانان برو

و اين)بار، ثابـتالاتى هستنـد. ى پاسخ چنيـن سـؤدر جستجـو
.گ جويندگان اعداد گنگ استاويلر، شكار بزر

نويس)ها ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــزير
1. Isaac Barrow

2. Pythagoreans

سيان نسبـتت حتمى به فيثاغـورانيم به�صورا بتـوخى از نتايج رياضـى ر اين�كه بر.٣
لىممكن است. وس غيرد فيثاغورد خودهيم، خيلى مشكل است و اين�كار در مـور

افق همگان مـى�بـاشـد.د تـو مورًمـا عمو،2  دن س از گنـگ بـودن فيثاغـورگاه بـوآ
سيان بر پايه�ىسط فيثاغورتو 2  دن ش اثبات گنگ بود اين�كه روجوحال، با وبه�هر

التر] و و١دن [اران درولى ب.ل.وده است، ود بوج و فرت زوده�بندى اعداد به�صورر
د احتمـال ايـن�كـهى در مـورانگيـز] مخالفـت�هـاى بـحـث بـر٤٣٦،ص٢كيـت [بـور

ده�اند، داشته�اند.شى استفاده كرسيان از چنين روفيثاغور
4.R.Kuzmin

5. Euler

6. Isaac Newton

7. Joseph Fourier

8. Continued Fraction

9. Johann Lambert

10. Mesopotamia

11. Egypt

12. China

13. Old Testament

14. Archimedes

15. Liu Hui

دانى در حدوه�شناس مشهور اير غياث�الدين جمشيد كاشانى رياضى�دان و ستار.١٦

بن نهم محسوابغ رياضى قرى از نوى در كاشان به�دنيا آمد. وى قمر هجر٧٩٠سال 
 تا يك�ًا با دقتى كه تقريـبـار πهاى مهم او اين است كـه عـدد د و يكى از كـارمى�شو

د.قيب ماند محاسبه كرى در دنيا بى�رصدوپنجاه سال بعد از و
17. John Machin

ل زير،مو ميلادى با استفاده از فر١٧٠٦جان ميشن، رياضى�دان انگليسى، در سال 
قم اعشار محاسبه كند. ر١٠٠ا تا ر πانست مقدار تقريبى ل ميشن، توموم به فرسومو

  

π
4

= 4arctg
1
5

− arctg
1
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18.William Shanks

19. Indiana

20. Genuys

 ساعـت،٧٫١ در مدت IBM 704تر  با استفاده از كامپـيـو١٩٥٨س در سال نيـوژ
د.قم اعشار محاسبه كرر١٠٠٠٠ا ر πمقدار تقريبى 

21. Yasumasa Kanada

كيو، در دو دهه ى گذشته چنديـناپنى از دانشگاه توماسا كانادا، رياضـى�دان ژياسو
ى درده است. ود ثبت كـر به نام خو πد محاسبه�ى مقدار تقـريـبـى ا در مورد ركورر

ار πساعت، مقدار تقريبى ٦٠٠تر در مدت كامپيو با استفاده از يك ابر٢٠٠٢سال 
د.قم اعشار محاسبه كرن ر تريليو٢٤١١٫١تا 

22. Edward Goodwin

23. Francois Viete

24. Inverse Trigonometric Functions

25. John Wallis

26. Srinivasa Ramanujan

27. William Brouncker

دن يك قضيهاى معتبر بوتى بردهاى متفاوه�هاى تاريخى مختلH، استاندار در دور.٢٨
تا به لامبـر رeدن اد اثبات گنـگ بـوخى افرد داشته است. بـرجـوبين رياضى�دانـان و

ايى كسر ح از همگرضوى به�وا ونسبت مى�دهند، زير
  

e −1
2

ده است. به�طورگاه بوآ 
تى به�صورا واندر نسبت مى�دهنـد، زيـرا به لـژر πدن خى اثبات گنگ بـومشابه بـر

ها بيشنه كسراص اين�گوداخت و از خوهاى مسلسل�پرنظام�مندى به مطالعه�ى كسـر
تا به�صـور] اين مطالب تاريـخـى ر٣د برزينسكـى [گاهى داشت. كلـوت آاز لامبـر

ار داده است.د بحث قرئى�تر مورجز
29. Ivan Niven

30. Charles Hermite

31. Alexandr Gelfond

32. Riemann Zeta Function

33. Bernoulli Numbers

34. Roger Apery

35. Harmonic Series

36. Euler’s Constant

فته شـدهنت گـر از اينتـر٢١ و ١٦�،�١٧�،�٢٠نويس�هـاى ط به زيرضيحات مـربـو تو*
جماست. متر
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