
سال بيست و يكم  ،  ١٣٨٣±¥±¥±¥±¥±¥

١٣٨١ اسفند ١ بهمن تا ٢٩ش رياضى، انس آموزايه شده در ششمين كنفر ار�مقاله

چكيده
 عط� پـيـدا�اجع به نقطـهشى دقيـق�تـر رشته، نگـردر اين نـو

ئيسال تألي� «لوانسيل و انتگرمى�كنيم. در كتاب حساب ديفـر
ت زير است:ليتهلد»، تعري� نقطه�عط� به�صور

,c) �نقطه F(c)) از نمو�يك نقطـه �دار تابع است، اگر عط
c شامـل I باز �هدار اين تابع در اين نقطه و بـازخط مماس بر نمـو

xى�كه اگر د باشد، به�طورجومو ∈ I،ايط زير آن�گاه يكى از شر
ار باشد:قربر

x) اگـــر ١ < c آن�گـــاه ′′F (x) x و اگــــر 0> > cآن�گـــاه 
′′F (x) ، يــا0<

x) اگـــر ٢ < c آن�گـــاه   ′′F (x) x و اگـــر 0< > cآن�گـــاه 
  ′′F (x) <0.

ال تأليـ�انسيل و انتگـردر�حالى كه در كتاب حسـاب ديـفـر
انسيلمن»، و هم�چنين در كتاب حساب ديفرد آ. سيلور«ريچار

�فىه شرّامت�اللنويسنده: كر
دشتستان�هاى مروشد رياضى و دبير دبيرشناسى اركار

ت عط� به�صور� پيش�دانشگاهى، تعري� نقطـه�هال دورو انتگر
زير است:

 درFدار تابع  تغيير كند و نمـوc در Fدار اگر جهت تقعر نمو
،(c,F(c)) �اى مماس باشد، آن�گاه نـقـطـهدار (c,F(c)) �نقطـه
د. ناميده مى�شوFدار  عط� نمو�نقطه

ح است اين است كه آيا تابعى مانندالى كه در اين�جا مطرسؤ
Fى�كه نقطهد است به�طورجو مو� (c,F(c)) آن باشد�نقطه � عط
د نباشد؟جوف از اين نقطه، مودر هيچ همسايگى محذو F′′لى و

ه�اىاهد شد و شيواد خوت، تعري� ليتهلد دچار ايـردر آن صور
اهداجه خو عط� داريم، با مشكل مو�دن نقطههم كه ما در پيدا�كر

د كه در نقطه�اى عط�شد. در اين مقاله، تابعى ساخته مى�شو
فلى نه�تنها در اين نقطه بلكه در هيچ همسايگى محذواست. و

د نيست.جوم اين تابع مواين نقطه مشتق دو

 عط��نقطه ــر بــتأملى
اه با نقدى بر آنهمر

نگنهكتر بيژن ظهورى زاز د

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○
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 عط �تأملى بر نقطه

تعاري  و قضايا
 مشتق�پذيرI باز �ه بر بازFض مى�كنيم كه تابـع  فر.١تعري( 

دى صعوً اكيداIبر  F′ا باشد، اگر  يكنوً، اكيداI بر Fده و مشتق بو
Iبر  F′ به سمت بالاسـت و اگـر Iى  روFباشد، گوييم تـقـعـر 

 به سمت پايين است.Iى  روFلى باشد، گوييم تقعر  نزوًاكيدا

F(x)   تقعر تابع .١مثال  = x3 به سمت بالا (∞,0) �هى بازرو
F′  ا به سمت پايين است. زير (0,∞−)   �هى بازو رو (x) = 3x2 و

  ′′F (x) =6x.
x  حال اگر  F′′   آن�گـاه ،0< (x) (∞,0)  بر  F′نتيجه  در.0<

هى اين بازاين، طبق تعري�، تقعر رودى است. بنابر صعوًاكيدا
به سمت بالا است.

xاگر  F′′ آن�گاه ،0> (x) ًاكيدا (∞,0)بـر  F′نتيجه  در،0>
ه به سمتى اين بازاين، طبق تعري�، تقعر رولى است. بنابرنزو

پايين است.

هارد و همـوجـو موI بـاز �هى بازرو F′′اگـر . (ال() ١قضـيـه 
ه رو بـهى اين باز روFدار مثبت باشد، آن�گاه جهت تـقـعـر نـمـو

بالاست.
ه منفى باشـد،ارد و هموجو مـوI باز �هى بازرو F′′ اگر (ب)

ه رو به پايين است.ى اين باز روFدار آن�گاه جهت تقعر نمو

F(x)   در تــــابــــع .٢مــــثــــال  = x
1
x ، اگــــر 3  داريــــم0≠

  
′F (x) = 1

3
x

−2
و  3

 
′′F (x) = − 2

9x x23
اضح اسـت كـه اگـر و.

  x F′′   آن�گاه ،0< (x) به سمـت (∞,0) ى  روF پس تقـعـر .0>
x  پايين است، و اگر  F′′  آن�گاه ،0> (x) ى روF پس تقعر .0<

و F′اضح است كه به سمت بالاست. هم�چنيـن، و (0,∞−)  
′′F.نشده�انـد � در صفر تعري

 درFدار  تغيير كند و نمـوc در F اگر جهت تقعر .٢تعري( 
،(c,F(c)) � مماس داشته باشد، آن�گاه نقطـه(c,F(c)) �نقطـه
د. ناميده مى�شوFدار  عط� نمو�نقطه

F(x))، در تابـع ٢در مثال ( = x
1

�ن مماس در نقطـه چو،3
ض شده است، عو),  �د است و جهت تقعر در (جو مو)�,(

و F′دار تابع است. هر چند  عط� نمو�، نقطه)�,  (�پس نقطه
′′F د نيستند.جوهيچ�يك در صفر مو

م تابع)، صحبتى از مشتق دو٢اضح است كه در تعري� (و
ف نقطه نيست و تعري� هم دقيق اسـت ودر همسايگى محـذو

من و كتاب حسابال سيلورانسيل و انتگردر كتاب حساب ديفر
 پيش�دانشگاهى نيز، تعري� به هميـن�هال دورانسيل و انتگرديفر

ت است.صور
 عط��ال ليتهلد، نقطهانسيل و انتگراما در كتاب حساب ديفر

د:ت زير تعري� مى�شوبه صور
Fدار تابع  عط� نمـو�يك نقطه (c,F(c)) � نقطـه.٣تعري( 

○ ○ ○ ○ ○ ○

′FdÐ ® b , a«bO�« ©ÎXÝ« ÈœuF� 

′FdÐ ® b , a«bO�« ©ÎXÝ« v�Ëe� 
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دشتستان�هاى مروشد رياضى و دبير دبيرشناسى اركارفى�ـ ه شرّامت�اللكر

�هد داشته باشد و يك بـازجواست اگر خط مماس در اين نقطـه و
ايط زيـر، يكى از شرI از xاى هر د باشد كه برجـو موcباز شامل 

ار باشد:قربر
xال�) اگـر  < c آن�گـاه ،  ′′F (x) x و اگر 0> > cآن�گـاه ،

  ′′F (x) >0.
xب) اگـر  < c آن�گــاه ،  ′′F (x) x و اگـر 0< > cآن�گــاه ،

  ′′F (x) <0.
�هال دورانسيل و انتگرق، در كتاب حساب ديفراز تعري� فو

ال تأليـ�انسيل و انتـگـرپيش�دانشگاهى و كتاب حـسـاب ديـفـر
 عط� استفاده�اى تشخيص نقطهن برموان يك آزمن، به�عنوسيلور

تى كه همين تعري� در كتاب حسابان سالشده است. در صور
) آمده است.٣ت تعري� (ستان، به صور دبير�هم رياضى دورسو

) �د.فته مى�شو)، معادل گر٣) و (٢اين نشان مى�دهد كه تعري
نظر به اين�كه تعري� بايد دقيق و جامع باشد و حداقل نبايـد در

ع تعري� داشته باشيم، يا بـايـدستان، دو نو دبيـر�هدو كتاب دور
ىفته و ديگرا پذيرد يا اين�كه يكى ردن دو تعري� اثبات شومعادل�بو

 عط� نيز� هنگام تعيين نقطـهًجه كنيم، عمـلاد كنيم. اگر توا رر
ده و تعيين علامت مى�كنيم. حال اگـرا حساب كـرر F′′ ًسريعا

فى مى�كنيم.ا معر عط� ر�د، نقطهار بوقر) بر٣ايط تعري� (شر
�د كه نقطهد دارجو وFال اين است كه آيا تابعى مانند لى سؤو

(c,F(c)) آن باشد، و�نقطـه � بلكـه درcنه�تنها در  F′′لـى  عط
د نباشد؟جو موcف از هيچ همسايگى محذو

ق معادل نيستندت دو تعري� فواگر چنين باشد، در آن�صور
د) ر٣)، تعريـ� (٢، به�دليل جامعيت تـعـريـ� (ًصاو مخصـو

 عط� در�ت، بهتر است تعري� نقطـهاهد شد. در آن صورخو
اظبد، و بايد موم رياضى نيز اصلاح شوكتاب حسابان سال سو

 نرويم و بهF′′باشيم كه هميشه، فقط به�دنبال تعييـن عـلامـت 
�ع كنيم. در اين مقاله، چنين تـابـعـى سـاخـتـهجو) ر٢ (ِتعريـ
د.مى�شو

دن تابع پيدا كر�ايده
د تابع، مشتقد نظر، ابتدا به جاى خواى ساختن تابع موربر

 در هـرfى�كـه  مـى�نـامـيـم، بـه�طـورfا ا مى�سـازيـم و آن رتـابـع ر
]1,1−  ى لى روف صفر، مشتق�پذير نباشد. وهمسايگى محذو ]

]1,0−  ى  روfه بر اين، سته باشد. عـلاوپيو ىلى و رو نزوًاكيدا [
  0,1[ �لين قضيهسته است، طبق او پيوfن دى باشد. چو صعوًاكيدا [

Fال�پذير است و اگر ال، انتگرانسيل و انتگراساسى حساب ديفر

F′ باشد، داريـم fاى ليه�اى بـرتابـع او (x) = f(x)،حالـى�كـه در
′′F = ′f د نيـسـت.جوف صفـر مـودر هيچ همسايـگـى مـحـذو

ى مى�سازيـم كـه در نـقـاطا طـور رfاحتـى، اى رهم�چـنـيـن، بـر

    
±1, ± 1

2
, ± 1

3
,L،ن طبق خـاصـيـت مشتق�پذيـر نـبـاشـد. چـو

ف صفر، حداقلشميدسى اعداد حقيقى، هر همسايگى محذوار

شامل عددى مانند 
  

1
n

فى در هيچ همسايگى محذوfاست، پس  
F′از صفر مشتق�پذير نيست. حـال بـه�دلـيـل ايـن�كـه  = f ىرو

  −1,0[ ]0,1  ى لـى و رونزو [ F′دى است و صعو [ (0) = f(0) =0،
د.اهد بو خوF عط� �، نقطه)  و �  پس (�

تــابــع 
  
f n:

1
n +1

,
1
n







→ 1
n +2

,
1

n +1






n(كـــه   ∈ N(ا ر

ت زير تعري� مى�كنيم:به�صور

f n (x) = n
n +2

(x − 1
n

) + 1
n +1

fتــى، بـه عـبــار n ا تـابـع خـطـى مـى�گـيــريــم كــه از نــقــاطر

  
An = (

1
n

,
1

n +1
 و (

  
An+1 = (

1
n +1

,
1

n +2
 گـذشــتــه اســت.(
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هم�چنين، تابع 
  
gn:

−1
n

,
−1

n +1






→ 1
n +2

,
1

n +1






nكه (  ∈ N(
ت زير تعري� مى�كنيم:ا به�صورر

  
gn (x) = n

n +2
(x + 1

n
) + 1

n +1

ا تابعى خـطـى مـى�گـيـريـم كـه از نـقـاطر gnحقـيـقـت، در

  
Bn = (− 1

n
,

1
n +1

و  (
  
Bn+1 = (

−1
n +1

,
1

n +2
د.مى�گذر (

ا از نــقــاط  خـط گــذر�مـعــادلــه f1(x)  ، ًمـثــلا
  
A1(1,

1
2

و (

  
A2(

1
2

,
1
3

ت اســت كــه بــه�صــور (
  
y = f1(x) = 1

3
(x −1) + 1

2

مى�باشد.
ابر است بر،An+1  و  Anا از  گذرِت كه شيب خطاضح اسو

با 
  

n
n +2

ابر است با بـر،An+2  و  An+1  ا از و شيب خط گـذر 

  

n +1
n + 3

n(كه  Anاين، نقـاط  بنابر. ∈ N(و مشابها ً Bnا، بره
n  اى ابع در اين نقاط، برهاى اين توداريك امتداد نيستند و نمو >1

اقع،د. پس در اين نقاط، مشتق�پذير نيست. دروشكستگى دار

′f  n
+(

1
n +1

) = n
n +2

An+1  است در مشتق ر 

′f  n+1
− (

1
n +1

) = n +1
n + 3

An+1   مشتق چپ در 

:fحـال تـابـع  −1,1[ ] → 0,
1
2







ت زيـر تـعـريـ�ا بـه�صــورر 
مى�كنيم:

اگر
      اگر

  

f (x) =

f n (x)  ;  
1

n +1
≤ x ≤ 1

n
      0  ;             x =0

gn (x)  ;    − 1
n

≤ x ≤ −1
n +1











 اگر

سته،در تمام نقاط غير صفـر، پـيـو fاضح است كه تـابـع و

ε اى هر ا برسته است، زير در صفر هم پيوfاست. حتى  داده 0<

د كه د دارجو وnشده، يك عدد طبيعـى 
  

1
n

< ε اين، اگرو بنابـر

  
x < 1

n
nط  به شرm آن�گاه عدد طبيعى ، ≤ m د است كهجومو

  

1
m +1

≤ x ≤ 1
m

 يــا 
  
− 1

m
≤ x ≤ − 1

m +1
 و در هــر حــالـــت،

داريم:

  
f(x) ≤ 1

m +1
< 1

m
< 1

n
< ε

f  و اين نشان مى�دهد كه  (x) − f (0) < ε.

جه مى�كنيم كه اگر  توfدار در ضابطه و نمو
  

1
m +1

≤ x ≤ 1
m

يا 
  
− 1

m
≤ x ≤ − 1

m +1
 آن�گاه

  
gn (x) ≤ 1

m +1
< 1

m
, f(x) ≤ 1

m +1
< 1

m

ε  اى هر ن بـرچو داده شده  0<
  
δ = 1

n
د است كـهجومـو 0<

x −0 = x < δ  نتيجه مى�دهدf (x) − f (0) < ε،ق پس تابع فو
سته است.در صفر پيو

:F حـال، تـابـع  −1,1[ ] → 0,1[ ت زيـر تـعـريـ�ا به صـورر [
مى�كنيم.

  
F(x) = f(t)dt

0

x

∫

]1,1−  ى  روfن چو �لين قضـيـهسته است، پـس طـبـق اوپيـو [
ه برده و علاوال، مشتق�پذير بوانسيل و انتگراساسى حساب ديفر

F′اين،  (x) = f(x).ن تابـع  چو′F  در نقاط
    
±1,± 1

2
,± 1

3
,L

جهد نيست و با توجودر اين نقاط مو F′′مشتق�پذير نيست، پس 
F′دار ،به نمو = f،است صفرلى و سمت ر سمت چپ صفر نزو

دد دارجـــو وfدار  بــر نـــمـــو) و� دى و مــمـــاس در (صــعـــو
  ( ′F (0) = f(0)  عط� است، در� نقطهFاى ، بر) و�   پس (.(0=

د نيست.جو مو) و�  ف (در هيچ همسايگى محذو F′′حالى�كه 



¥µ¥µ¥µ¥µ¥µسال بيست و يكم  ،  ١٣٨٣

 عط�»� «تأملى بر نقطه�نقدى بر مقاله

دانشگاه صنعتى شري�نگنه، ى زن ظهوربيژ

ا با هم عط� ر� نقطه�هم در اين مقاله، دو تعري� دربارل� محترمؤ
ىده و نشان داده است كه يكى از تعري��ها، حالت كلى�ترمقايسه نمو

فته است كه بهتر استد و از آنجا، نتيجه گرنسبت به تعري� ديگر دار
ال مهمى كهلى سؤد. وتعري� كلى�تر، جايگزين تعري� خاص�تر شو

لفين كتاب�هايى�كه تعـريـ�اب نداده اين است كه مؤل� به آن جـومؤ
جهفته�اند، آيا به اين نكتـه تـوا پذيـرم رل مشتـق دوخاص�تر؛ يعنى قبـو

لفين كه تعري� خاص�ترال اين است كه مؤاب سؤ؟ جوداشته�اند يا خير
ا اين مطلب،جه داشته�اند، زير به اين مهم توًده�اند، مسلماا انتخاب كرر

ده است.شى در تدريس حسابان بوترين بحث�هاى آموزيكى از مشهور
سى و يكى از رو�جستهاف، رياضى�دان بـرگرلموُكندروَبه�طور مثال، ا

ش زيادى كه به آموز�ن، به دليل علاقه احتمال مدر�ان نظريهبنيان�گذار
شت.سيه نـوستان در رواى دبيـررياضى داشت، كتاب حسابـانـى بـر

ستانى مى�نويسد كه ما در ايناف در ابتداى كتاب حسابان دبيرگرلموُك
ابع ما، حداقل دو�بار مشتـقض مى�كنيم توه فرارس مقدماتى، همودر
ند، در مسايلا ندارابعى كه اين خاصيت را توسته داشته باشند، زيرپيو

دى كه مناسب اين سطح از حسابان هستند، بى�اهميت هستند.كاربر
ى بهشى نشان مى�دهد كه نيازه بر اين، تجربه�ها و تحقيقات آموزعلاو

ا اينان به حالت�هاى استثنايى نيـسـت، زيـردن دانش�آمـوزل�كرمشغـو
د. به همينمى�دارى مطالب مهم�تر بازا از يادگيران رى، دانش�آموزگيردر

سـىابعى كه ما با آن كار مى�كنيم، از مسايل فيزيكى مـلـمـودليل، تـو
م آن�هاعت، و مشتـق دول آن�ها يعنـى سـرد كه مشتـق اوناشى مى�شـو

ى حسابان،حله از يادگيرسته هستند (در اين مريعنى شتاب، هميشه پيو
ند، بى�اهميت هستند).ا ندارحالت�هاى استثنايى كه اين خاصيت ر

م نداشتهده مثال نقضى پيدا كند كه مشتق دوم سعى كرل� محترمؤ
احان كتاب�هاى طرًلى حتمال� قابل تقدير است). وباشد (تلاش مؤ

ش مهم در آموز�جه داشته�اند، اما نكتهستانى، به اين نكته توحسابان دبير
دى�تر و ساده�تر است.اين است كه كدام تعري�، شهو

حستانى هم مطـراين مطلب، در تعري� تابع در كتاب�هاى دبـيـر
 هميشهًلاد تابع، معمورُان با بدن دانش�آموزگير�نكراى در، برًاست. مثلا

ابع تو�اضح است كه اين تعري�، همهد. البته وض مى�شوشا فرتابع پو
ان باگير�شدن دانش�آموزشى، از درلى از نظر آمـوزد، ونمى�گيرا دربرر

ىگيرد، جلومان خاص مى�شوى آن�ها در آن زمطالبى كه مانع يادگيـر
د تابع تأكيدرُى بمى�كند. طبيعى است كه در سطحى ديگر، بـايـد رو

ستان،م دبيرد. اما در سال دوايه شوى از تابع، ارد و تعري� جامع�ترشو
شايى، مناسب تابع و پودرُم بمفهوان و معلمان با دن دانش�آموزگير�كردر

نيست.
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ستانى كه نام آن ها در زير مى آيـد، بـهنامه�ها و مطـالـب دو
سيده است، از همگى متشكريم:دستمان ر

اكليان از ارفوى دزخانم اعظم مشير  
د آقاى سعيد عليخانى از يز  
مانشاهآقاى اصغر امدادى از كر  
اندينGپور از تهرنس كريمى فرآقاى يو  
اسان آقاى امين جامى از خر  
د آقاى احمد مقدم از هشتگر  
انى از تهرى و بهناز ساويز خانمGها طيبه حجار  
ى از تبريزنوز آقاى محسن عظيمى ز  
انضاخانى از تهرا رهر خانم ز  
هادكوشاد افخمى از سو آقاى فر  
ضائىخانم نسرين ر  
مگان صدقى از جاجر خانم مژ  
اد آقاى حسنىGنژ  

 آقاى على اكبر جاويدمهر از قم  
انه كنانى از تهرش كوز آقاى آر  
داغى از مشكين شهر آقاى اسماعيل بو  
د از مشهدى نجفى و سعيد پناهيانGفر آقايان جعفر صابر  
اضيه دشتGبان از همدان خانم ر  
نداده از مر آقاى حسين عليز  
اسان.مانى از خر آقاى على ز  
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