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در قسمت اول مقاله با تاريخ جستجو براى كشـ� فـرمـول
 سال٢٣٠٠اعداد اول و تلاش,هاى فراوان رياضيدانان در طى 

گذشته آشنا شديم و اينك با كش� فرمول اعـداد اول و نـتـايـج
بسيار ارزنده آن كه به قرار ذيل است آشنا مى,شويم:

 توابع تشخيص اعداد اول✓
 توابع مولد اعداد اول✓
 توابع مولد اعداد اول بسيار بزرگ ناشناخته✓
 تعيين تعداد اعداد اول به طور دقيق✓
 حل معادله زتاى ريمان✓

,امين عدد اولk تعيين ✓
 تعري� مجموعه اعداد اول✓
 تعري� مجموعه,هاى اعداد اول مرسن و تام✓
 اثبات بى,نهايت بودن اعداد اول دوقلو و تعري� مـجـمـوعـه✓

دوقلوهاى اول
,ام سيال در حالت عمومىn حل معادله,هاى درجه,ى ✓

±® ‰Ë« œ«bŽ« ÈÅtL¼ b�u� lÐUð nA) Æ±¥ØµØ±≥∏≤©

ابتدا ماتريسى از صفر و يك براى اعداد فرد طبيعى با توجه
به بخش,پذيرى آن,ها بر هر,يك از اعداد فرد تشكيل مى,دهيم:
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 در صورتى كه اعداد سـتـونـى بـر اعـداد سـطـرىتوضـيـح:
بخش,پذير باشند، در جدول تقاطع آن,ها را يك و در غـيـر ايـن

صورت صفر قرار مى,دهيم. توجه داشته باشيد:
١ است؛ زيرا همه,ى اعداد، مضرب عدد ١ ستون اول فقط ●

هستند.
 را نشان مى,دهد.٣ ستون دوم مضارب عدد ●
 را نشان مى,دهد.٥ ستون سوم مضارب عدد ●
 به همين ترتيب هر ستون مضارب يك عدد است.●

با توجه به سطرهاى جدول ملاحظه مى,شود، در حالتى كه
 نوشته شده بـاشـد،١در مقابل هر عدد ستونـى فـقـط دو عـدد 

در,واقع آن عدد ستونى عددى اول است؛ زيرا:
«هر عدد اول تنها بر يك و خودش بخش,پذير است.»

 كافى است كهNمى,دانيم: «براى تشخيص عدد مفروض 
N را بر اعداد اول نابيش,تر از Nتقسيم كنيم.» براى تشخيص 

    

÷ 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 L

3 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 L

5 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 L

7 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 L

9 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 L

11 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 L

13 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 L

15 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 L

17 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 L

19 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 L

21 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 L

M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M L
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اعداد ستونى كافى است به سطر آن عدد توجه شود. در صورتى
 وجود داشته باشد، در,واقع١كه در هر سطر بيش,تر از دو عدد 

آن عدد ستونى اول نيست. براى مثال، سطر مربـوط بـه عـدد
١٥ و ٥,، ٣,، ١ اســت؛ زيــرا بــر ١ داراى چــهــار عــدد ١٥

 مركب اسـت. ولـى١٥بخش,پذيـر اسـت. بـنـابـرايـن، عـدد 
، و…١٩ و ١٧,، …، ٧,، ٥,، ٣سطرهاى مربـوط بـه  اعـداد 

 است، پس اين اعداد اول هستند.١فقط داراى دو عدد 
براى تشخيص اعداد، كافى است توابعى را بيابيم كه هر,يك
از ستون,هاى جدول را توليد كنند؛ به عبارت ديـگـر، هـمـه,ى
اعداد صفر يا يك هر ستون را به همان ترتيب ستونى (از بالا به
پايين) ارايه كنند. ضابطه,ى عمومى اين,گونه توابع به صـورت

زير است:

  
F2k+1(x) = 2k +1

x
x

2k +1
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Nبا توجه به جدول و با توجه به اين كه براى تشخيص عدد 

 تقسيم كنيم،Nكافى است، آن را بر اعداد اول نابيش,تر از 
Nرا بر اعداد فرد نابيش,تر از آن تقسيم مى,كنيم. پس، مجموع 

N كافى است تا عدد فرد نابيش,تر از xتوابع اعداد ستونى  
 در١ اول باشد، تنها يك عدد Nمحاسبه شود. درنتيجه، اگر 

 خواهيم داشت:Nسطر عدد 

  
S∗ = 2m +1+1

2









 و 

  
F2k+1

k=0

S∗

∑ (x) =1   (1) ),N (عدد اول

 مركب باشد:Nاگر 

)٢                                    (
  

F2k+1
k=0

S∗

∑ (x) >1 ),N(عدد مركب 

)  F1(x) ): ستون اول1=
N)    عددى فرد باشد وNبنابراين، اگر  =2m +1) m ∈ |N:

  

∆N(m) =
1+ 3

2m +1






1+ 2k +1
2m +1

2m +1
2k +1











k=1

S∗

∑





















       
اول باشد

)٣                                (
  
=

1                    N =2m +1

0                    N =2m +1




       
مركب باشد

N   عدد توجـه: =2m و اينمركب است و يـا اول ، يا 1+
 معين خـواهـد شـد وN(m)∆توسط تابع تشـخـيـص دو حالـت 

 پيش خـواهـد آمـد.١ و °)، يعنـى ٣هميشه تنـهـا دو حـالـت (
 بنويسيم، يـك تـابـعN(m)∆بنابراين اگر تابعى بـا اسـتـفـاده از 

):١پوشاست (در مجموعه اعداد فرد بزرگ,تر از

  1)H(m) = (2m +1− p)∆N(m) + p

  
2)H(m) = p

2m +1
p






∆N(m)

 عدد اول دلخواه است.p* توجه: 

 عبارت توضيح:
  

3
2m +1






 فقط براى تشخيص استثنايى

m   است و اگر ٣عدد  N(m)∆ اختيار شود، اين عبارت از 1<

حذف مى,شود:

  

m >1:  ∆N(m) =
1

1+ 2k +1
2m +1

2m +1
2k +1











k=1

S∗

∑





















p  اين دو تابع هم,ارز هستند و با فرض ايـن,كـه   اختيـار2=
شود، دامنه و برد آن,ها چنين است:

    |P = 2, 3,5,7,11,13,17,19,L{ مجموعه اعداد اول)( {
 RH = |P مجموعه اعداد طبيعى) ( وDH = |N

p   با فرض توجه: ، برد هر يك از توابع با ضابطه,هاى2=
)، مجموعه اعداد اول است.٢) يا (١(

 مجموعه اعداد اول تعري�,پذير است: نتيجه:●

  
|P = H(m):m ∈ |N,  H(m) =2(

2m +1
2

)∆N(m)
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p)   اول باشد، آن,گـاه p اگـر قضيه$ى ويـلـسـن: −1)! ≡  و1−
برعكس.
 با توجه به قضيه,ى ويلسن، توابع تشخـيـص اعـدادنكتـه:

 را به صورت زير تعري� مى,كنيم:Nطبيعى مثل 
 عدد يك نه اول است و نه مركب.تذكر:

                    
nاول باشد 

  
1)∆1 = Cos2π(n −1)!+1

n





=

1

0




                   

nاول نباشد 

  

2)∆2 =
sin2 π(n −1)!2

n

sin2 π
n

((عدد صحيح) 
  

(n −1)!2

n
= 1

n
+ k( nاول باشد 

     
  
=

1

0


   

(n (n −1)!2) nاول نباشد 

   
nاول باشد 

  
3) ∆3

(*) = n
(n −1)!+1

(n −1)!+1
n












=

1

0




   
nاول نباشد 

∆)هر,يك از اين توابع  i  را مى,توان براى تشخيص عددى(
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N)   به,كار برد. ولى چون كار با عدد Nطبيعى مثل   حتى!(1−
 نه,چندان بزرگ غير عملى است، پس اين نوع توابع راNبراى 

فقط به عنوان برهانى تئوريك مى,پذيريم.
با توجه به قضيه,ى ويلسن، تابع تشخيص اعداد را مى,توان

∆)يكى از توابع فوق  i  در نظر گرفت و با آن، تابع مولد اعداد(
 مركب است،٢اول را ساخت. چون هر عدد زوج بزرگ,تر از 

 را عدد فرد بزرگ,تر از يك در نظر بگيريم:Nپس بهتر است 

  
N =2m +1:  ∆m = N

(N −1)!+1
(N −1)!+1

N












 عدد اول دلخواهى باشد، با توجه به تابعpدر صورتى كه 
 توابع مولد اعـداد اول پـوشـا بـه صـورت زيـرm∆تشـخـيـص 

هستند:

  
1)Hp (m) = p(

2m +1
p

)∆m

  2)Hp (m) = (2m +1− p)∆m + p

 اين دو تابع هم,ارز هستند و هر,يك را مى,توان به,عنواننكته:
تابع مولد اعداد اول به كار برد. واضح است كه به تعداد اعداد

اول (نامحدود)، تابع مولد اعداد اول مى,توان نوشت:

  
P =2:H2(m) =2(

2m +1
2

)∆m ;  H2(m) = (2m −1)∆m +2

  
P = 3:H3 (m) = 3(

2m +1
3

)∆m ;  H3 (m) =2(m −1)∆m + 3

  
P = 5:H5 (m) = 5(

2m +1
5

)∆m ;  H5 (m) =2(m −2)∆m +5

  
P = 7:H7 (m) = 7(

2m +1
7

)∆m ;  H7 (m) =2(m − 3)∆m +7

.....................................

    

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10L

H2(m) 3 5 7 2 11 13 2 17 19 2L

H3 (m) 3 5 7 3 11 13 3 17 19 3L

H5 (m) 3 5 7 5 11 13 5 17 19 5L

H7 (m) 3 5 7 7 11 13 7 17 19 7L

L L L L L L L L L L L

Hp (m) 3 5 7 p 11 13 p 17 19 pL

 دو تابع پوشاى مولد اعداد كه همه,ى اعـداد اول رانتيجه:
 را٢به ترتيب توليد مى,كنند و به جاى اعداد مركب، عدد اول 

جايگزين مى,كنند، به صورت زير هستند:

  
1)H(m) =2(

2m +1
2

)

m

(m−1)!+1

(m−1)!+1

m













;  DH =|N,  RH =|P

  
2)H(m) =2(

2m +1
2

)

1+ 3

2m+1






1+ 2k+1

2m+1

2m+1

2k+1










k=1 

S∗

∑



















 ;  DH =|N,  RH =|P

«فرمول$هاى اين دو تابع و توابع معادل آن,ها به نـام توجه:
.H)اعداد اول»  M)،نام,گذارى شده,اند كه دامنه,ى اين توابـع 

 و برد آن,ها، مجموعه اعـداد اول(N|)مجموعه اعداد طبيعـى 
(|P).هستند 

≥ v?ÐU�Š lÐUð “« ÁœUH²Ý« UÐ ‰Ë« œ«bŽ« b�u� lÐUð Æϕ
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فى اويلر)، تابع با ضابطه زيـر را( ϕ(n)با استفاده از تابع 
n)  مى,توان براى تشخيص اعداد به,كار برد  ≠1):

                                           
n اول باشد

  
∆4

(*) = ϕ(n)
n −1






=

1

0




 )٤

                                          
nاول نباشد 

ϕ(n) از دترمينان مرتبه,ى n:زير به دست مى,آيد 

  

ϕ(n) =

 1 0 0 0 .......  1

 1 1 0 0 .......  2

 1 0 1 0 .......  3

 .......................

 1 ................  n

 با استفاده از ماتريسى نظير ماتريسى كه ابتداى مقالهتوجه:
 از دترمينان بالا محـاسـبـهϕ(n)ارايه شد، ثابت مـى,شـود كـه 
مى,شود و هم,چنين مى,دانيم:

    
n = pr .qs . tuL ,   ϕ(n) = n(1− 1

p
)(1− 1

q
)(1− 1

t
)L

 ستون اول اين دترمينان همه يك و ستون آخر آنتوضيح:
,1,2    اعداد طبيعـى  3,L, n است. در ستون kام، هر درايه,اى,
 بخش,پذير است يك و بقيه جاهاى ستون، صفرkكه سطرش به 

 اولn كه نسبت به n: تعداد اعداد پيش از ϕ(n)قرار مى,دهيم (
هستند).
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، تا عدد فردىπ(N). تابع تعيين تعداد اعداد اول يعنى ١
 به,طور دقيق:Nمثل 

  
π(N) = N +1

2
− 2−∆N(m) 

m=1

N−1

2

∑
، حل يكـى از مـسـألـه,هـاى(π) توسـط ايـن تـابـع توجـه:

 (مسأله,هاى لاينحل جهانى هزاره,ىclayهفت,گانه,ى انستيتوى 
هفت ميليون دلارى) ارايـه شـده اسـت كـه دو سـال بـه داورى

ζ(s)  گذاشته مى,شود (معادله,ى زتاى ريمان  =0(.
 جواب معادله,ى زتاى ريمان:●

  
s  >1 :  π(p) = p +1

2
− s−∆N(m) 

m=1

p−1

2

∑
,,امين عدد اول:k. تعيين ٢

π(N) = k:,),  k:N =2m ) امين عدد اول1+

  

Pk (m) = 1

k − N +1
2

+ 2−∆N(m) 
m=1

N−1

2

∑ +1





























.N

                      
 امين عدد اول باشدN ،kاگر 

  
Pk (m) =

N

0




                      
 امين عدد اول نباشدN ،kاگر 

 نمايـش دهـيـم،Pk امين عـدد اول را بـه kبنابرايـن، اگـر 
مى,توان نوشت (بـا اسـتـفـاده از قـضـيـه,ى چـبـيـچـ� داريـم:

  Pk <2k(:

  
Pk = Pk (m)

m=1

2k

∑

≥∫ÂUð Ë sÝd� ‰Ë« œ«bŽ« ÈU¼ÅtŽuL−� n¹dFð Æ

):|Mمجموعه اعداد اول مرسن (

  
|M = M(n):n ∈ |N, M(n) = 3(

2n+1 −1
3

)
∆

N(2n −1)








  
    
= 3,7, 31,127,L,230402457 −1,L{ }

):|Fمجموعه اعداد تام (

  
|F = F(n):n ∈ |N, M(n) ∈ |M, F(n) =2n−1M(n){ }

                  = 6,28,496,L{ }
 عـدد تـام عـددى اسـت كـه مـجـمــوع هــمــه,ىتـوضـيــح:

مقسوم,عليه,هاى كوچك,تر از آن برابر خود عدد است.

¥t²šUMýU< ¯—eÐ —UO�Ð ‰Ë« œ«bŽ« b�u� lÐUð Æ

تـابـع مـولـد اعـداد بــزرگ,تــر از بــزرگ,تــريــن عــدد اول
  M43 =230402457 ) به صورت٢٠٠٦ن سـال ِـرسِعدد م( 1−

زير تعري� مى,شود:

  
M43 =230402457 −1=2n +1;  n = M43 −1

2
=230402456 −1

H(m)  يا:      = 2(m + n) +1− M43[ ]∆N(m+n) + M43

                                          
  
H(m) = M43

2(m + n) +1
M43










∆N(m+n)

با توجه به عبارت زير:

  

∆N(m+n) =
1

1+ 2k +1
2(m + n) +1

2(m + n) +1
2k +1











k=1

S∗

∑





















    
  N =2(m + n)  اول باشد1+

       
  
=

1

0




     
  N =2(m + n)  مركب باشد1+

 (بزرگ,ترينMتابع با ضابطه,هاى زير، هميشه يا عدد اول 
عدد شناخته شده,ى اول مرسن) را و يا عددهاى اول بعد از اين

عدد را توليد مى,كنند:

  m ∈ |N:H(m) = 2(m + n) +1− M43[ ] ∆N(m+n) + M43 )١
  

  N =2(m + n)  اول باشد1+
                                                            

  
=

N

M43





  
  N =2(m + n)  مركب باشد1+

  
m ∈ |N:H(m) = M43

2(m + n) +1
M43










∆N(m+n)

 )٢


