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 بـاfفرض كنيـد قـاعـده�اى بـراى مـقـايـسـه�ى چـنـدجـمـلـه�اى 
ضرب هم�ريختى داده باشند. اين قاعـده را *fچندجمله�اى ديگـر 

fمى�نامـيـم، بـه شـرطـى كـه  → f يـعـنـى از( يك بـه يـك بـاشـد ∗
f ∗ = g∗ نتيجه شود ،f = g(و اگر هر بار كه اين برابرى برقرار ،

fباشد:  = gh :اين برابرى هم درست باشد ،f ∗ = g∗ h∗.

پرويز شهريارىپرويز شهريارىپرويز شهريارىپرويز شهريارىپرويز شهريارى      ●

دلخواه هاى  اىهجمل  چندىتجزيه�
٢١

ومعادله اتحاد

g′ و چندجمله�اى�هاى fدر ضمن، اگر براى هر چندجمله�ى 

f كـــه داراى هـــمـــان ويـــژگـــى بـــاشـــنــــد: h′و  ∗ = ′g ′h،
 وجود داشتـه بـاشـنـد؛ بـه نـحـوى كـه:h و gچندجـمـلـه�اى�هـاى 

f = gh و ،h∗ = ′h و g∗ = ′g.
روشن است، هرگاه به ما يك هم�ريختى ضرب داده باشـنـد،
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 هريك از بخشياب�هاى آن هم مثبت باشـد. روشـنگوييم، وقتـى
است كه براى هر چند�جمله�اى مثبت كامل، مسئـلـه�ى يـاكـوكـيـن

هم�ارز است با مسئله�ى كلى تجزيه�ى چند�جمله�اى به عامل�ها.
 (با توان�هـاى مـثـبـت وf براى هر چنـد�جـمـلـه�اى .١قضـيـه�ى

ضريب�هاى درست و ضريب بزرگ�ترين درجه�ى مـثـبـت)، عـدد
f وجود دارد، به نحوى كه چندجمـلـه�اى cنامنفـى  cمثبت كامـل 
باشد.

براى اثبات اين قضيه، راحت�تر اسـت كـه چـنـد�جـمـلـه�اى بـا
ضريب�هاى حقيقى (و نه درست)�را درنظر بگيريم. در آغاز فرض
مى�كنيم، همه�ى توان�هاى چند�جمله�اى و نيز ضريب بزرگ�تـريـن

 را، اكـنـونfتوان، مـثـبـت بـاشـنـد. بـخـشـيـاب چـنـد�جـمـلـه�اى 
 با ضريب�هاى حقيقى مى�گيريم (توان�هاىgچند�جمله�اى دلخواه 

g را مثبت و كوچك�تر از n چند�جملـه�ى fو ضريب بزرگ�ترين ،
درجه را هم مثبت فرض مى�كنيم).

مثل حالت چند�جمله�اى با ضريب�هاى درست و با ضريب�هاى
مثبت، به شرطى كه همه�ى ضريب�هاى اين چند�جمله�اى نامنـفـى
باشند، آن را مثبت و اگر همه�ى ضريب�هاى بخشياب�هاى آن مثبت
باشند، آن را مثبت كامل مى�ناميم. يادآورى مى�كنيم، چندجمله�اى
با ضريب�هاى درست در اين مفهوم، با مفهومى كه در اين�جا براى
چند�جمله�اى�هاى مثبت كامل آورديم، تطبيق نمى�كـنـد (دربـاره�ى
چند�جمله�اى�هاى با ضريب�هاى درست، آن را «مـثـبـت كـامـل بـا
عددهاى درست» مى�ناميم). در واقع، همه�ى بخشـيـاب�هـاى بـا
ضريب�هاى مثبت چند�جمله�اى�هاى داراى ضـريـب�هـاى درسـت
مى�توانند مثبت باشند، در حالى كه اين چند�جمله�اى�ها ممكن است
بخشياب�هايى داشته باشند كه نامنفى و داراى ضريب�هاى حقيقى

 (به مفهوم تـازه)ِ(گنگ) باشند. روشن است كه هر مثـبـت كـامـل
چند�جمله�اى با ضريب�هاى درست، بايد مثبت كامل با عـددهـاى

، به٢به طور مستقيم از قضيـه�ى ١درست باشد. بنابراين قضيه�ى 
اين شرح، نتيجه مى�شود:

 با ضريب�هاى حقيقـىf0   ِ براى هر چند�جملـه�اى.٢قضيـه�ى 
c(و ضريب بزرگ�ترين درجه�ى مثبت)، عدد نامـنـفـى و درسـت 

f0(x)  وجود دارد كه براى آن  = f0(x + c).مثبت كامل باشد 
، بايد با دقت ساختار چند�جمله�اى�هاى٢براى اثبات قضيه�ى 

مثبت كامل با ضريب�هاى حقيـقـى را تـجـزيـه و تـحـلـيـل كـنـيـم.
چند�جمله�اى با ضريب�هاى حقيقى را «نيم�پايدار» مى�ناميم، وقتـى
كه بخش�هاى حقيقى همه�ى ريشه�هاى آن نامثبت بـاشـنـد. روشـن
است كه نتيجه�ى چند�جمله�اى نـيـم�پـايـدار، يـك چـنـد�جـمـلـه�اى
نيم�پايدار است و برعكس، هر بخشيابى از چند�جمله�اى نيم�پايدار،

يك چند�جمله�اى نيم�پايدار است.

 به صورت عامل�هاىfمسئله�ى مربوط به تجزيه�ى چندجمـلـه�اى 
 به صـورتfخود، به طور كامل هم�ارز تجزيه�ى چـنـد�جـمـلـه�اى 

ضرب عامل�ها خواهد بود.
، فـرضn از درجـه�ى f(x) براى هـر چـنـدجـمـلـه�اى مـثـال:

مى�كنيم:
)١                                                          (  f

∗ (x) = (−1)n f (−x)

fروشن است كه تناظر  → f ، يك هم�ريختى ضرب است.∗
 داراى علامت�هاى متنـاوب بـاشـد، آن�وقـتfاگر چندجمـلـه�اى 

 يك چندجمله�اى مثبت مى�شود. بـنـابـرايـن، بـا*fچندجملـه�اى 
) مى�توان به مسئله�اى رسيد كـه تـجـزيـه�ى١استفاده از رابـطـه�ى (

چندجمله�اى را به مسئله�ى «ياكوكين» كه در شـمـاره�ى قـبـل آن را
حل كرديم، يعنى مسئله�ى چندجمله�اى مثبت برساند.

گـاهـى بـهـتـر اسـت، از هـم�ريـخـتـى ضـرب نـه در تـمــامــى
 آن استفاده كنيم. درMچند�جمله�اى، بلكه تنها در زيرمجموعه�ى 
 را بهM، مجموعه�ى fاين مورد لازم است، به جاى مجموعه�ى 

كار گيريم كه شامل همه�ى بخشياب�هاى اين چندجمله�اى است.
، مجموعه�ى همه�ى چندجمله�اى�هايىMn فرض كنيد مثال:

 تجاوز نمى�كند و مقـدار ثـابـت آن�هـاnباشد كه درجـه�ى آن�هـا از 
مخالf صفر است. به هر چند�جمله�اى زير:

 f = anxn + an−1x
n−1+…+a1x + a0

 را نسبت مى�دهيم كه همان*fاز اين مجموعه، چندجمله�اى 
ضريب�ها را داشته باشد، ولى در جهت عكس. يعنى چندجمله�اى

كه با اين دستور معين شده باشد:
   f

∗ = a0x
n + a1x

n−1+…+an−1x + an

به سادگى ديـده مـى�شـود: 
  
f ∗ (x) = xnf(

1
x

 كه به روشنـى(

f ∗ → f.را نتيجه مى�دهد، عبارت است از يك هم�ريختى ضرب 
براى نمونه، اين چندجمله�اى را درنظر مى�گيريم:

  f (x) = 7x6 + x5 + 4x4 + 7x + 6

بـه�كـارگـيـرى مـسـتـقـيـم روش «يـاكـوكـيــن» دربــاره�ى ايــن
چند�جمله�اى، به محاسبه�اى كم و بيش طولانى نـيـاز دارد. ولـى

 مى�رسيم كه در١ بپردازيم، به همان مثـال *fگر به چندجملـه�اى ا
شماره�ى قبل ديديم؛ البته بايد جدول عددهـاى اول را در اخـتـيـار

داشته باشيم.
❐

fاز اين به بعد، نقش اساسى را هم�ريختى ضرب بـراى  → f cبه 
fعهده دارد كه درباره�ى چند�جمله�اى�هاى با دستور  (x) = f (x + c)

 عدد درست ثابتى است.cدرست است كه در آن، 
چند�جمله�اى مثبت (با ضريب�هاى درست) را «مثبت كـامـل»
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 چندجمله�اى با ضريب�هاى حقيقى، تنها وقتى.١پيش�قضيه�ى
مثبت كامل است كه نيم�پايدار باشد.

 روشن است كه حاصل ضرب چند�جمله�اى�هاى مثبتاثبات:
كامل، مثبت كامل است و برعكس، هر بخشياب چنـدجـمـلـه�اى
مثـبـت كـامـل، مـثـبـت كـامـل اسـت. در ضـمـن مـى�دانـيـم، هـر
چندجمله�اى با ضريب�هاى حقيـقـى، بـه صـورت حـاصـل�ضـرب

ل تجزيه است. بنابراينچند�جمله�اى�هاى خطى و درجه�ى دوم قاب
كافى است، پيش�قضيه را تنها براى چندجمله�اى�هاى اخيـر ثـابـت
كنيم. ولى در اين حالت، اثبات پيش�قضيه، خـيـلـى زود بـه طـور

مستقيم و يا محاسبه�ى ريشه�ها به دست مى�آيد.
α تنها توجه مى�كنيم كه براى هر ريشه�ى ٢براى اثبات قضيه�ى 

f ،αاز چند�جملـه�اى  − c ريشه�اى از چند�جملـه�اى f cاسـت، و 
f از چند�جمـلـه�اى βبرعكس، براى هر ريـشـه�ى  c عدد ،β + c

 است. به اين ترتيب، همه�ى شرط�هاىfريشه�اى از چند�جمله�اى 
 برقرار هستند.٢قضيه�ى 

 هم به طور كامل ثابت مى�شود.١، قضيه�ى ٢با اثبات قضيه�ى 
اگر به چندجمله�اى�هاى با ضريب�هاى درست برگرديم، اين قاعده
را براى تجزيه�ى هر چند�جمله�اى از اين�گونه، به�دست مى�آوريم.

 با ضريب�هاى درسـت راf براى اين�كه چندجمـلـه�اى قاعده.
تجزيه كنيم، بايد:

 را طورى پيدا كنيم كه چند�جمله�اىc. عدد درست و نامنفى ١
g = f cمثبت كامل باشد؛ 

 را به ضريب عامل�ها تجزيه كنيم:g. چند�جمله�اى ٢
   g = g1…gr

f، … و f1  . چند�جمله�اى�هاى ٣ r را براى چند�جمله�اى fبا 
f1  اين دستورها پيدا كنيم:  = (g1) − c,…, f r = (gr ) − c

 خود به خود حاصل مى�شود و براى قاعده�ى٣تحقق قاعده�ى 
 بايد آن�چه را در بند مربوط به «چندجمله�اى مثبت» گفتيم، انجام٢

 مربوط مى�شود. براى پيـدا كـردن١داد. و اما آن�چه به قاعـده�ى 
 را به تقريـبf معنايش مى�كنيم، ريشه�هاى چند�جـمـلـه�اى cعدد 

، كم�ترينcمحاسبه كنيم (تا يك رقم بعد از مميز) و به عنوان عدد 
عدد درست را انتخاب كنيم كه بزرگ�تر از بخش�هاى حقيقى همه�ى

ريشه�هاى آن باشد.
 بر اين اساس است كه قدرمطلقcروش ديگر محاسبه�ى عدد 

مقدار بخش حقيقى هر عدد مختلط، بزرگ�تر از مدول آن نباشد.
 بزرگ�تر از مدول هـمـه�ى ريـشـه�هـاىcبه اين ترتـيـب، هـر عـدد 

، كه اين ويژگى را دارد، مثبت كامل (نيم�پايـدار)fچند�جملـه�اى 
است. از طرف ديگر، به سادگى مى�توان آزمـايـش كـرد، مـدول

 از عدد fهمه�ى ريشه�هاى چند�جملـه�اى 
  
1+ A

an

 تجاوز نمى�كنـد

an  كه در آن،  ، وf ضريب بزرگ�ترين درجه�ى چند�جمله�اى 0<
Aبزرگ�ترين قدرمطلق مقدار ساير ضريب�هاست. بنابرايـن هـر 

، و براى هدف ما مفيد است.١١، بزرگ�تر از عدد cعدد درست 
 اين است كه ما مى�توانيم پيش�بينىcراه سوم محاسبه�ى عدد 

كنيم، چند�جمله�اى مفروض نيم�پايدار است يا نه. در اين حالت،
fچند�جملـه�اى  c را پشت سر هم براى مقدارهـاى c به بالا°، از 

آزمايش و نيم�پايدار بودن آن را تحقيق مى�كنيم كه به هرحال به مقدار
 مى�رسيم.cلازم 

براى اين�كه نيم�پايدار بودن را معين كنيم، معيارهاى متفاوتى
وجود دارند. از بين اين معيارها، ساده�ترين آن�ها را كه متعلق بـه

 است، انتخاب مى�كنيم. فرض كنيد:رائوس

  f = anxn + an−1x
n−1+…a1x + a0

چند�جمله�اى دلخواهى با ضريب�هاى حـقـيـقـى بـاشـد. ايـن
جدول را تشكيل مى�دهيم:

  

an an−2 an−4 … an−2k

an−1 an−3 an−5 … an−2k −1

anan−3 − an−1an−2 … … … anan−2k −1 − an−1an−2k

… … … … …

قانون تشكيل دو سطر اول اين جدول روشن است. اكنون به
p  سطرهاى  ≥ p)  امين جا از q مى�پردازيم. در 2 امين سطر،(1+

p)  حاصل ضرب نخستين جمله�ى  q)  امين سطر در (1− امين(1+
امينpامين سطر منهاى حاصل�ضرب نخستين جمله�ى pجمله�ى 
q)  سطر در  p)  امين جملـه�ى (1− امين را قرار مى�دهيم. بـه(1−

s  سادگى ديده مى�شود، چنان عددى مثل   پيدا مى�شود كه اولين1≤
امين سطر مخالf صفر است؛ در اين صورت نخستينsجمله�ى 

جمله�هاى همه�ى سطرهاى بعدى برابر صفر مى�شوند.
 تنها وقتى مثبت نيم�پايدار استf چندجمله�اى معيار رائوس:

 جدول، مثبت باشند.sكه نخستين جمله�هاى نخستين سطرهاى 
اثبات اين معيار بسيار دشوار است و ما آن را در اين�جا نمى�آوريم.

 منجر مى�شود كه براى آن،c هر سه روش به عدد يادداشت:
fچند�جمله�اى  cمثبت كامل، و مثل چند�جمله�اى با ضريب�هاى 

fحقيقى نيم�پايدار است. از آن�جا كه ما چنـدجـمـلـه�اى  cرا لازم 
داريم كه ويژگى مثبت كامل در عددهاى درست را داشته بـاشـد،
مى�توان اين مبحث را حذف كرد. در حالت كلى هيچ معيارى براى

مثبت كامل با عددهاى درست وجود ندارد.
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