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ورود به مطلب
زنگ دوم دوشنـبـه�ى هـفـتـه�ى آخـر آذر، قـرار بـود تـابـع جـزء
صحيح را به دانش�آموزان سال دوم تدريس كنم. با خود گفتم،
قبل از تعري> جزء صحيح، بهتر است با مـثـالـى سـاده درس را
شروع كنم؛ شايد دانش�آموزان مفهوم جزء صحـيـح را بـا مـثـال

روزمره بهتر درك كنند و بى�درنگ اين مثال را طرح كردم.
، چند عدد وجود٥°° تا ١مثال: بچه�ها فكر مى�كنيد بيـن 

 بخش�پذير باشند؟١٣داشته باشد كه بر 
بعد از بحث ميان بچه�ها، اغلب آن�ها بر اين باور بودند كه

 محاسبه٥°° تا ١ را بين ١٣بهتر است، تعداد مضارب طبيعى 
كنيم و چنين عمل كردند:

١٣×١و١٣×٢و١٣×٣و ١٣×٤…و
 را نشان١٣آن�ها دنباله�اى ساخته بودند كه مضارب طبيعى 

 بود؛ ولى٥°°مى�داد و آخرين جمله�ى اين دنباله، كوچك�تر از 
Lمقدار آن را نمى�دانستند. به آن�ها گفتم، با توجـه بـه تـعـريـ

تقسيم مى�توان، جمله�ى آخر اين دنباله را محاسبه كرد:

  

5 0 0

3 9

1 1 0

1 0 4

6

 

13

38

 كه بر٥°°روشن است كه آخرين عدد طبيعى كوچك�تر از 
 است.١٣×٣٨بخش�پذير است، برابر با ١٣

بنابراين، دنباله�ى اعداد دانش�آموزان را كامل كردم:
١٣×١و١٣×٢ و ١٣×٣و…و١٣×٣٨

lÐUð ¡eł `O×�

ميرشهرام صدرميرشهرام صدرميرشهرام صدرميرشهرام صدرميرشهرام صدر●
mir_sadr@yahoo.com

 سى�وهشت عدد وجود دارند كه بـر٥°° تا ١در نتيجـه، از 
 بخش�پذيرند و مسأله حل شد.١٣

اما به�طور ساده�تر و بدون تشكيل دنباله، و فقط با استفـاده
از الگوريتم تقسيم هم مى�توان به اين موضوع پى برد.

٥°°=٣٨×١٣+٦

)١        (
  
⇒ 500

13
= 38 + 6

13

١٣ بـر ٥°° به ايـن مـعـنـاسـت كـه در تـقـسـيـم ١رابـطـه�ى 
 هستند. اكنون بـه١٣سى�وهشت عدد وجود دارند كه مضرب 

 را جزء٣٨ بيشتر توجه مى�كنـيـم. در ايـن رابـطـه، ١رابطـه�ى 

صحيح يا بخـش درسـت عـدد 
  

500
13

 و
  

6
13

 را جزء اعشـارى يـا

بخش كـسـرى 
  

500
13

 مى�ناميم. جزء صـحـيـح 
  

500
13

 را با نـمـاد

  

500
13







 نمايش مى�دهيم. بنابراين: 
  

500
13






= 38

 عددهايى طبيعى باشند،تعداد عددهاىk و n: هرگاه �نتيجه

n بخش�پذيرند، برابر با k كه بر n تا ١طبيعى از 
k







 است.
❐
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 وجودn، عدد صحيحى مانند xبراى هر عدد حقيقى مانند 
n  دارد، بــه�طـــورى كـــه:  ≤ x < n . در ايــن صـــورت،1+

 را باx تعريL مى�كنيم. جزء صحيح n را برابر با xجزء�صحيح 
]xنماد   نمايش مى�دهيم. بنابراين داريم:[
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  n ≤ x < n +1⇔ x[ ] = n

x  براى مثال، وقـتـى عـدد  =2 /  را در نظر مى�گيـريـم،3
n  ملاحظـه مـى�كـنـيـم كـه عـدد صـحـيـح  موجـود اسـت،2=

به�طورى�كه:
  2 ≤ 2 / 3 <2+1⇒ 2 / 3[ ] =2

x  بـه�هـمـيـن�صـورت، وقـتــى عــدد  = −2 /  را در نـظـر3
n  مى�گيريم، ملاحظه مى�كنيم كه عدد صحيـح  =  موجـود3−

است، به�طورى�كه:
  − 3 ≤ −2 / 3 < −3 +1⇒ − 2 / 3[ ] = −3

 را به اين صـورتxبه عبارت ديگر، مى�توان جزء صحيح 
xتعريL كرد: «بزرگ�ترين عدد صحيح كوچك�تر يا مسـاوى 

 مى�گوييم.»xرا، جزء صحيح 
:مثال

 (L1−  ال/ 7[ ] = 2−  ؛ زيرا: 2− ≤ −1/ 7 < −1.
]5  ب)  ] = 5  ؛ زيرا: 5 ≤ 5 < 6.

4  ج) هرگـاه داشـتـه بـاشـيـم:  ≤ x < ، در ايـن صـورت5
  x[ ] = 4.

]x  د) هـرگـاه داشـتــه بــاشــيــم:  ] = ، در ايـن صــورت7
  7 ≤ x < 8.

هـ) 
  

2[ ] ≥1  ؛ زيرا: 1= 2 −̃1/ 4 <2.
]π−  و)  ] = 4−  ؛ زيرا: 4− ≤ −π−̃ −3 /14 < −3.

ز) 
  

17
3






= ؛ زيرا: 5

  
5 ≤ 17

3
= 5 / 6 < 6.

ح) 
  

3
π






؛ زيرا: 0=

  
0≤ 3

π
−̃0/ 95 ، با توجه بـه ايـن1>

̃−π  كه  3 /14.
2+2  : معادله�ى مثال x[ ] =  را حل كنيد.8

  2+2 x[ ] = 8 ⇒ 2 x[ ] = 6 ⇒ x[ ] = 3 ⇒ 3 ≤ x < 4 ⇒ x ∈ [3,4)

È—UAŽ« ¡eł

]x يك عدد حقيقى باشـد، بـه�طـورى�كـه xهرگـاه  ] = k،
مى�توان نوشت:

  x = k + α  ;  (0≤ α <1)

kاكنون اگر در ايـن رابـطـه قـرار دهـيـم  = x[ ، خواهـيـم[

داشت:
  x = x[ ] + α  ;  (0≤ α <1)

)٢(  ⇒ x − x[ ] = α  ;  (0≤ α <1)

xبنابه�تعريL، مقـدار  − x[  است؛α مقدار  را كه همان[
 تعريL مى�كنيم. با توجـه بـهxجزء اعشارى يا بخش كـسـرى 

 ملاحظه مى�كنيم، جزء اعشارى هر عدد حـقـيـقـى٢رابطـه�ى 
 است.١همواره نامنفى و كوچك�تر از 

3  : جزء اعشارى عددهاى مثال 2−   و 2  را به�دست3
آوريد.

x  : فرض كنـيـم: حـل = 3 y   و 2 = −2 . بنـابـرايـن3
داريم:

  x = 3 2 −̃4 / 2 ⇒ x[ ] = 4 / 2[ ] = 4

  x − x[ ] −̃4 / 2−4 =0/ 3   =جزء اعشارى 2 2

  y = −2 3 −̃ −3 / 4 ⇒ x[ ] = −3 / 4[ ] = −4

  x − x[ ] −̃ −3 / 4− (−4) =0/ 2−   = جزء اعشارى 6 3

❐
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fتابع با ضـابـطـه�ى  (x) = x[  كه دامنه�ى آن مجـمـوعـه�ى[
 است،Z و برد آن مجموعه�ى اعداد صحيح R|اعداد حقيقى 

تابع جزءصحيح گفته مى�شود. بنابراين تابع جزء صحيح به�اين
صورت است:

f:|R  → Z

f(x) = x[ ]






مى�دانيم كه نمودار تابع جزء صحيح چنين است:

در اين�جا مى�خواهـيـم بـه بـررسـى خـواص و رفـتـار تـابـع
جزءصحيح بپردازيم. بنابراين موارد زير را تحقيق مى�كنيم.

يك به�يك بودن تابع؛❏ 

1 2 3

-1-2

-1

-2

1

2

3 y = 3

y = 2

y = 1

y = 0

y = -1

y = -2

y = x

)١(شكل
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فرد يا زوج بودن تابع؛❏ 
متناوب بودن تابع؛❏ 
معكوس�پذيرى تابع؛❏ 
صعودى يا نزولى بودن تابع❏ 

بررسى يك�به�يك بودن تابع
fتابع با ضابطـه�ى  (x) = x[  يك�به�يك نيست، زيرا براى[

,x1  هر  x2 ∈ Df:داريم
  f (x1) = f (x2) ⇒ x1[ ] = x2[ ] /⇒ x1 = x2

 ملاحظه مى�كنيم، (براى�مثال)١از طرف ديگر، با توجه به شكـل
y  خط به معادله�ى   نمودار تابع را در بى�شمار نقطه قطع مى�كند.1=

x1  فرض كنيد:  =1/ x2   و 7 =1/ 3  (x1 ≠ x2)ملاحظه .
مى�كنيم:

  

f (x1) = 1/ 7[ ] =1

f (x2) = 1/ 3[ ] =1





⇒ f (x1) = f (x2)

f  بنابراين در تابـع، جـزء صـحـيـح  (x1)مى�تواند برابـر بـا 
  f (x2) باشد، در حالى�كه  x1 ≠ x2.

بررسى فرد يا زوج بودن تابع
fتابع با ضابطه�ى  (x) = x[  فرد يا زوج نيست، زيرا براى[

xهر  ∈ Df:داريم 
−x ∈ Df =|R

f(−x) ≠ ±f (x)




از يك�طرف، با توجه به شكل ملاحظه مى�كنيم، نـمـودار
 ها متقارن نيست، پـس ايـن تـابـعyاين تابع نسبـت بـه مـحـور 

نمى�تواند زوج باشد. از طرف ديگر، مبدأ مخـتـصـات مـركـز
تقارن اين تابع نيست، پس اين تابع نمى�تواند فرد باشد.

x  براى مثال فرض كنيم:  =2 / . بنابراين داريم:3

  
x =2 / 3 ⇒

f (−x) = −2 / 3[ ] = −3

±f (x) = ± 2 / 3[ ] = ±2





⇒ f (−x) ≠ ±f (x)

دن تابعب بوسى متناوبرر
fتابع با ضابطه�ى  (x) = x[  متناوب نيست، زيرا براى هر[

  T ≠0, x ∈ Df�:داريم 
(x ± T) ∈ Df =|R

f(x + T) = x + T[ ] ≠ x[ ] ⇒ f (x + T) ≠ f (x)





f: تابع به معادله�ى نكته (x) = ax − ax[  متناوب و دوره�ى[

تـنــاوب اصــلــى آن 
  
T = 1

a
a)   اسـت  . زيـرا بــراى هــر(0≠

x ∈ Df =|R :داريم (x ± T) ∈ Df:و هم�چنين 

  
f (x + T) = f (x + 1

a
) = a(x + 1

a
) − a(x + 1

a
)





                                                    = ax +1− ax +1[ ]
            = ax +1− ( ax[ ] +1) = ax − ax[ ] = f (x)

                                                ⇒ f (x + T) = f (x)

بررسى معكوس�پذيرى تابع
fچنان�كه ملاحظه كرديد، تـابـع بـا ضـابـطـه�ى  (x) = x[ ]

يك�به�يك نيست. در نتيجه، اين تابع معكوس�پذير نمى�باشد.

بررسى صعودى يا نزولى بودن تابع
fتابع با ضابطه�ى  (x) = x[ n   در�بازه�هاى [ ∈ z ;[n, n +1)

,x1  صعودى و نزولى است، زيرا براى هر  x2 ∈ [n, n  كه(1+
  x1 < x2:خواهيم داشت 

  n ≤ x1 < x2 < n +1⇒ x1[ ] = x2[ ]
x1  بـنـابـرايـن، رابـطـه�ى  < x2 ⇒ f (x1) ≤ f (x2)بـرقـرار 

 صعودى است.fاست. پس تابع 
x1  هـم�چـنـيـن، رابـطــه�ى  < x2 ⇒ f (x1) ≥ f (x2)بـرقـرار 

 نزولى است.fاست. پس تابع 

❐
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]x   .١خاصيت ] ≤ x < x[ ] +1

]xزيرا با فرض اين�كه  ] = n ∈ z:داريم ،
  n ≤ x < n +1

و اين رابطه برقرارى است.
 را از اين معادله به�دست آوريد:x: مقدار مثال

  

6x + 5
8






= 15x −7

5

: چون حل
  

6x + 5
8







 عددى صحيح است، بنابراين:

  

15x −7
5

= k ∈ Z  (1) ⇒ 15x −7 = 5k

                         
  
⇒ x = 5k + 7

15
 (2)

 در معادله داريم:٢و١با جايگزينى رابطه�هاى 

  

6(5k + 7)
15

+ 5

8
















= k ⇒ 10k + 39

40





= k ∈ Z

               
  
⇒ k ≤ 10k + 39

40
< k +1



شانز
ى 

وره�
د

م  
ده

    
ه�ى�

مار
ش

٣
هار 

 ب
 

١٣٨
٦

٤٢

اكنون بايد دستگاه نامعادله�هاى زير را حل كنيم:

  

10k + 39
40

≥ k

10k + 39
40

< k +1










 ⇒
k ≤ 13

10

k > − 1
30










  
⇒ − 1

30
< k ≤ 13

10
  (3)

 صدق مى�كند،٣ عددى درست است و در رابطه�ى kچون 
k  پس k   يـا 0=  درk كه با قرار دادن اين مقدارها بـه جـاى 1=

 به�دست مى�آيند.x، مقدارهاى ٢رابطه�ى

  
k =0⇒ x = 7

15

  
k =1⇒ x = 4

5

در نتيجه، معادله�ى مفروض داراى دو ريشه�ى 
  

7
15

 و 
  

4
5

 است.
n هرگاه .٢خاصيت ∈ Z و x ∈ |R.داريم 

x + n[ ] = x[ ] + n

m  زيرا اگر  ≤ x < m ]x، آن�گاه 1+ ] = m:و هم�چنين 
  m ≤ x < m +1⇒ m + n ≤ x + n < (m + n) +1
⇒ x + n[ ] = m + n = x[ ] + n

:مثال
  −5 / 3 +2[ ] = −5 / 3[ ] +2 = −6+2 = −4

  x + 7[ ] = x[ ] + 7

  3x −4[ ] = 3x[ ] −4

  x + x[ ] +1[ ] = x[ ] + x[ ] +1=2 x[ ] +1

: معادله�ى مثال
  

x
2

+1




−2

x
2

− 3




=  را حل كنيد.4

:حل

  

x
2

+1




−2

x
2

− 3




= 4 ⇒ x

2





+1−2(

x
2






− 3) = 4

  
⇒ x

2





+1−2

x
2






+ 6 = 4 ⇒ − x

2





= −3

  
⇒ x

2





= 3 ⇒ 3 ≤ x

2
< 4 ⇒ 6 ≤ x < 8

 است.(6,8]  در نتيجه مجموعه جواب اين معادله به صورت 
 داريم:x براى هر عدد حقيقى .٣خاصيت 

   0≤ x − x[ ] <1

]xاگر فرض كنيم:  ] = n:بنابراين ،

  

n ≤ x < n +1

x[ ] = n





⇒ x[ ] ≤ x < x[ ] +1

  ⇒ x[ ] − x[ ] ≤ x − x[ ] ≤ x[ ] +1− x[ ] ⇒ 0≤ x − x[ ] <1

: اگر مثـال
  
x − k =2

x
2

+1





، در اين صورت مجمـوعـه

 را به�دست آوريد.kمقادير 
:حل

  
x − k =2(

x
2






+1) ⇒ x − k =2

x
2






+2

  
⇒ x

2
− k

2
= x

2





+1⇒ x

2
− x

2





= k

2
+1

چون 
  
0≤ x

2
− x

2





، بنابراين داريم:1>

  
0≤ k

2
+1<1⇒ − 1≤ k

2
<0⇒ − 2 ≤ k <0

 است.(2,0−]   به صورت kدر نتيجه، مجموعه مقادير 
 داريم:x براى هر عدد حقيقى مانند .٤خاصيت 

                          
حالت اول

  
−x[ ] =

− x[ ]            x ∈ Z

− x[ ] −1      x ∉ Z





برهان:
x اگر حالـت اول: = n ∈ Z در اين صـورت ،x[ ] = nو 

داريم:
x = n ⇒ − x = −n ⇒ − x[ ] = −n[ ] = −n ⇒ − x[ ] = −n

]xاز طرف ديگر،  ] = n:بنابراين داريم .
−x[ ] = − x[ ]

x: اگر حالت دوم ∉ Z بنابرايـن ،n ∈ Z،موجود اسـت 
n  به�طورى�كه  < x < n ]x. در نتيجه 1+ ] = n:و داريم 

                                                                   
طرفين را در

  n < x < n +1                   → − (n +1) < −x < −n

                                                                
-ضرب مى�كنيم١

  ⇒ − n −1< −x < −n

]xاز طرف ديگر  ] = n يا − x[ ] = −n:در نتيجه داريم .
  − x[ ] −1< −x < − x[ ] ⇒ − x[ ] = − x[ ] −1

3  : معادله�ى مثال −2 −x[ ]  را حل كنيد.1=
  3 −2 −x[ ] =1⇒ − 2 −x[ ] = −2 ⇒ − x[ ] =1

x: اگر حالت اول ∈ Z در اين صورت ،−x[ ] = − x[ . پس داريم:[
  x ∈ Z ⇒ − x[ ] =1⇒ x[ ] = ]x−   و 1− ] =1

  ⇒ − 1≤ x <0⇒ x ∈ [−1,0)

  x ∈ Z ⇒ x = x   و 1− ∈ [−1,0)
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x اگـــــــر حـــــــالـــــــت دوم: ∉ Zدر ايـــــــن صـــــــورت ،
  −x[ ] = − x[ ] . پس داريم:1−

  x ∉ Z ⇒ − x[ ] −1=1⇒ x[ ] = ]x−   و 2− ] =1

  ⇒ − 2 ≤ x < −1⇒ x ∈ [−2,1)

  x ∉ Z ⇒ x ∈ x   و (1−,2−) ∈ [−2,1)

    = (−2,−1)U −1{ } =  مجموعه جواب معادله[1−,2−)
 داريم:x. براى هر عدد حقيقى مانند ٥خاصيت

                          
حالت اول

  
x[ ] + −x[ ] =

0        x ∈ Z

−1     x ∉ Z




                        
حالت دوم

برهان:
x اگر حالت اول: ∈ Z داريم:٤، با توجه به خاصيت 

  −x[ ] = − x[ ] ⇒ x[ ] + −x[ ] = x[ ] − x[ ] =0

x اگر حالت دوم: ∉ Z داريم:٤ با توجه به خاصيت 
  −x[ ] = − x[ ] −1⇒ x[ ] + −x[ ] = x[ ] − x[ ] −1= −1

3  : مجموعه جـواب مـعـادلـه�ى مثـال x[ ] +2 −x[ ] =  را6
به�دست آوريد.

:حل
x: اگر حالت اول ∈ Z در اين صورت ،x[ ] + −x[ ] =0.

بنابراين داريم:
  3 x[ ] +2 −x[ ] = 6 ⇒ x[ ] +2( x[ ] + −x[ ]) = 6

  ⇒ x[ ] = 6 ⇒ 6 ≤ x < 7

  x ∈ Z ⇒ x = 6   و6 ≤ x < 7

x: اگر حالت دوم ∉ Z آن�گاه ،  x[ ] + −x[ ] = −1.
بنابراين داريم:

  3 x[ ] +2 −x[ ] = 6 ⇒ x[ ] +2( x[ ] + −x[ ]) = 6

  ⇒ x[ ] −2 = 6 ⇒ x[ ] = 8 ⇒ 8 ≤ x <9

  x ∉ Z ⇒ x ∈ 8   و (8,9) ≤ x <9

    (8,9)U 6{ = مجموعه جواب معادله {

: معادلـه�ى مثـال
  

5
3x −7






+ −5

3x −7





 چند جـواب0=

دارد؟
: فرض كنيم حل

  
k = 5

3x −7
، بنابراين داريم:

  k[ ] + −k[ ] =0

kرابطه�ى اخير براى هر  ∈ Zبرقرار است. بنابراين معادله 
بى�شمار ريشه به�صورت زير دارد:

  
k = 5

3x −7
⇒ x = 7k + 5

3k

≠0  براى هر  k ∈ z.ريشه�اى از معادله به�دست مى�آيد 

 دو عدد حقيقى باشند، ثابت كنيد:y و x اگر .٦خاصيت
x + y[ ] = x[ ] + y[ x   يا [ + y[ ] = x[ ] + y[ ] +1

yبرهان: براى هر  ∈ |R و x:داريم 
  x = x[ ] + α ;0≤ α <1

  y = y[ ] + β  ;  0≤ β <1

]xاكنون فرض كـنـيـم  ] = n و y[ ] = m كـه m ∈ Z و n؛
پس:

x + y = x[ ] + y[ ] + α + β

⇒ x + y = n + m + α + β

⇒ x + y[ ] = n + m + α + β[ ]
                                              ⇒ x + y[ ] = n + m + α + β[ ]

)١  (⇒ x + y[ ] = x[ ] + y[ ] + α + β[ ]

از طرف ديگر داريم:

  

0≤ α <1

0≤ β <1





⇒ 0≤ α + β <2

بنابراين دو حالت را در نظر مى�گيريم.

≥0  : اگر حالت اول α + β α  ، بنابراين 1> + β[ ] . در0=
 داريم:١نتيجه با توجه به رابطه�ى 

x + y[ ] = x[ ] + y[ ]

≥1   اگـر حـالـت دوم: α + β α  ، پــس 2> + β[ ] . در1=
 داريم:١نتيجه با توجه به رابطه�ى 

  x + y[ ] = x[ ] + y[ ] +1

yوx براى عددهاى حقيـقـى ٦ با توجه به خاصيـتنتيجـه:

مى�توان نوشت:
x + y[ ] ≤ x[ ] + y[ ]
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