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در اين بخش، به بحث درباره�ى دو روشى مى�پردازيم كـه
براى حل مسائل مربوط به چند�ضـلـعـى�هـاى مـنـتـظـم بـه كـار

مى�روند.
روش اول شـــامـــل اســـتـــفـــاده از تـــقـــارن�هـــاى ايــــن
چند�ضلعى�هاست. اين روش را با واقعيـت جـالـب مـربـوط بـه

ترسيم پنج�ضلعى منتظم توضيح مى�دهيم. البته روش كلاسيك
ترسيم اين چندضلعى با خط�كش و پرگار موجود است، اما راه
ساده�ترى نيز براى انجام اين كار وجود دارد. بر نوارى كاغذى،
ساده�ترين گره، گره�ى يك پيچى را انجام مى�دهيم. سپس آن را

 تسطيح مى�كنيـم. پـس از بـريـدن دو سـر نـوار،١مانند شـكـل 
پنج�ضلعى منتظم به دست مى�آيد.

غلامرضا ياسى�پورغلامرضا ياسى�پورغلامرضا ياسى�پورغلامرضا ياسى�پورغلامرضا ياسى�پور● 

٥قسمت 
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براى متقاعد شدن در اين مورد كه پنج�ضلعى به�دست آمده
 را ملاحظـه كـنـيـد. در ايـن شـكـل،٢منـتـظـم اسـت، شـكـل

پنج�ضلعى مزبور از تا كردن ذوزنقه�هاى متساوى�الساقين برابر
حاصل شده است. ويژگى توضيح�دهنده�ى اين پديده آن است
كه با دوران پنج�ضلعى، اقطار پنج�ضلعى را مى�توان به يكديگر
تبديل كرد و به اين ترتيب، ذوزنقه�هاى تعيين شده با سه ضلع
و يك قطر را مى�توان با عمل دوران، يكى از ديگرى به دست

آورد.

در روش دوم از مثلثات استفاده مى�كنيم. ايـن روش يـا از
تحويل روابط مترى به اتحادهاى مثلثاتى بهره مى�گيرد، يـا بـه
استفاده از اعداد مختلطى رجوع مى�كند كه به صورت مثلثاتـى
نوشته شده�اند. مثال استفاده از مثلثات را با مسأله�ى زير به�دست
مى�دهيم؛ مثالى كه بـه تـوصـيـ^ رابـطـه�اى مـى�پـردازد كـه در

 ضلع برقرار است:١٤چندضلعى منتظمى با 
، چندضلعى منتظمى بـاA1A2A3…A14  فرض مى�كنيـم 

 باشد. ثابت كنيد:R ضلع و محاط در دايره�اى به شعاع ١٤
  A1A3

2 + A1A7
2 + A3A7

2 = 7R2

Rطول�هاى سه قطعه�ى مورد بحث را بر حسب زوايـا، و 

(شعاع دايره�ى محيطى چندضلعى) بيان مى�كنيم. از آن�جا كه
 در كمان�هايى به ترتيب بـهA1A7   و A1A3 ،  A3A7  وترهاى 

π  اندازه�هاى  / 7 ،  2π / 3π   و 7 / )،٣شكل( محاط شده�اند 7
2R  طـــول�هـــايـــشـــان بـــرابـــر  sin π / 7 ،  2R sin2π /  و7

  2R sin 3π /  است. درنتيجه، اتحاد مورد اثبات با اتحاد زير7
هم�ارز است.

  
4R2(sin2 π

7
+ sin2 2π

7
+ sin2 3π

7
) = 7R2

با استفاده از فرمول�هاى دو برابر زاويه به�دست مى�آوريم:

  
4R2(sin2 π

7
+ sin2 2π

7
+ sin2 3π

7
)

         
  
= 2R2(1− cos

2π
7

+1− cos
4π
7

+1− cos
6π
7

)

براى محاسبه�ى مجموع:

  
cos

2π
7

+ cos
4π
7

+ cos
6π
7

sin2π  آن را در  /  ضرب و از فرمول�هاى ضرب به جمع7
استفاده مى�كنيم و به�دست مى�آوريم:

  

1
2

(sin
4π
7

+ sin
6π
7

− sin
2π
7

+ sin
8π
7

− sin
4π
7

) = − 1
2

sin
2π
7

در اين مورد از اين واقعيت استفاده كرده�ايم كه:
  sin 8π / 7 = sin(2π −6π / 7) = −sin 6π / 7

درنتيجه، مجموع فوق برابر 
  
− 1

2
 است، و اتحاد به دست

مى�آيد.
در ادامه مسائلى را در اين زميـنـه بـه خـوانـنـدگـان تـقـديـم

مى�كنيم.
 دو مـــثـــلـــثBCD و ABC. فـــرض مـــى�كـــنـــيـــم ١

متساوى�الاضلاع مشترك در يك ضلع است. خطى گذرنـده
 قطع مى�كند. ثابـت كـنـيـدN را در AB و M را در D ،ACاز 

 است.˚CN   60 و BMزاويه�ى بين خطوط 
M يك پنج�ضلعى منـتـظـم و ABCDE. فرض مى�كنيـم ٢

نــــــقــــــطــــــه�اى درون آن و چـــــــنـــــــان اســـــــت كـــــــه
  ∠ MBA = ∠ MEA = ∠  . ثابت كنيد:˚42 CMD = 60˚.

. بـر اضـلاع يـك شـش ضـلـعـى داراى مـركـز تـقــارن،٣
مثلث�هاى متساوى�الاضلاعى بـيـرون از آن رسـم مـى�كـنـيـم.
رأس�هايى از اين مثلث�ها كه رئوس شش�ضلعى درونى نيستند،
يك شش�ضلعى منتظم مى�سازند. ثابت كنـيـد كـه وسـط�هـاى
اضلاع اين شش�ضلعى، رأس�هاى يك شش�ضلعى منتظم�اند.

 يـــكA1A2A3A4A5A6A7  . فــرض مـــى�كـــنـــيـــم ٤
هفت�ضلعى منتظم است. ثابت كنيد:

١شكل 
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1
A1A2

= 1
A1A3

+ 1
A1A4

،A1A2A3A4A5A6A7  . فــــرض مــــى�كــــنــــيـــــم ٥
  B1B2B3B4B5B6B7 و   C1C2C3C4C5C6C7،

SC و SA ،SBهفت�ضلعى�هاى منتظمى با سطوح به ترتيـب 

A1A2  هستند و نيز فرض مى�كنيـم:  = B1B3 = C1C4ثابت .
كنيد:

  

1
2

< SB + SC

SA

< 2 − 2

 يك دوازده�ضـلـعـىP1P2P3…P12  . فرض مـى�كـنـيـم ٦
P3P6   و P1P5 ،  P4P8  مـنـتـظـم اسـت. ثـابـت كــنــيــد كــه 

متقارب�اند.
، مثلـث�هـاى مـتـسـاوى�الاضـلاعABCD. درون مـربـع ٧
ABK ،BCL ، CDM و DAN،را رسم مى�كنيم. ثابت كنيـد 

،AN، و وسط�هاى NK و KL ،LM ،MNوسط�هاى قطعات 
AK ،BK ،BL ،CL ،CM ،DM و DNرأس�هـــــاى يـــــك 

دوازده�ضلعى منتظم�اند.

U¼Å»«uł

 بهA را حول نقـطـه�ى B.  به�خاطر بياوريد اگـر نـقـطـه�ى ١
ABC دوران دهيم، مثـلـث C به نقطـه�ى ˚60  اندازه�ى زاويه�ى 

متساوى�الاضلاع است. اين موضوع، مستلزم آن است كه مثلث
 متساوى�الاضلاع است. اين˚60  متساوى�الساقين با زاويـه�ى 

ملاحظه اين مطلب را مطرح مى�كند كه بسيارى از مسائل شامل
˚60  مثلث�هاى متساوى�الاضلاع را مى�توان بـا يـافـتـن دوران 

پنهانى حل كرد. و همانطور كه در زير خواهيم ديد، اين همان
وضعيت مسئله�ى مورد بحث�مان است. فرض مـى�كـنـيـم كـه

 اســتBC بـا A بـا مـوازى از BM مـحـل تـقـاطـع Qنـقـطـه�ى 
 متساوى�الاضلاعAQN). ابتدا ثابت مى�كنيم، مثلث ٤(شكل

∠  است. از آن�جا كه  QAN = ، كافى است نشان دهيم دو˚60
MBC و MQAضلع اين مثلث برابرند. از مثلث�هاى مـشـابـه 

نتيجه مى�گيريم:
AQ / BC = MA / MC = MA / (MA + BC)

 نتيجه مى�گيريم:NDB و NMAنيز، از مثلث�هاى مشابه 
NA / NB = MA / BD

از آن�جا كه:
AB = BC = BD

نتيجه مى�شود:
NA / AB = MA / (MA + BC) = AQ / AB

AQN. از آن�جــا كــه مــثــلـــث AQ=NAبــنــابــرايـــن: 

حول˚60   با دورانى N را مى�توان از Qمتساوى�الاضلاع است، 
A به�دست آورد. و نيز از آن�جا كه مثلث ABCمتساوى�الاضلاع 

 با همين دوران حاصل كرد. درنتيجه،C را مى�توان از Bاست، 
BM را مى�توان از CN به دست آورد كه نشـان˚60   با دورانـى 

 مى�سازند [كتـاب˚60  مى�دهد، دو خط مورد بحـث زاويـه�ى 
درسى دبيرستانى رومانى].

 متساوى�الاضلاع است. ازMCD. ثابت مى�كنيم مثلث ٢
آن�جا كه مثلث متساوى�الاضلاع شكل متقارن�تـرى نـسـبـت بـه
مثلث متساوى�الساقيـن دارد، سـاده�تـر آن اسـت كـه مـسـألـه را
قهقرايى درنظر بگيريم و از يكتايى شكل هندسى مـورد بـحـث

 نقطه�اى درونM′استفاده كنيم. به اين منظور، فرض مى�كنيم 
M′پنج ضلعى منتظم و چنان اسـت كـه  CD

 متساوى�الاضلاع∆
C). در ايـن صـورت، مـثـلـث�هــاى ٥اسـت (شـكــل ′M Bو 

D ′M E.هر دو با داشتن دو ضلع برابر متساوى�الساقيـن�انـد ،
داريم:

  ∠ ′M CB = ∠ DCB − ∠ DC ′M =108˚−60˚= 48˚

و بنابه تقارن:
  ∠ ′M DE = 48˚

بنابراين:
  ∠ ′M BC = ∠ ′M ED = (180˚−48˚) / 2 = 66˚

نتيجه مى�شود كه:
  ∠ ′M BA = ∠ ′M EA = 42˚

Mبنابراين،  = ′M.و مطلب به اثبات مى�رسد 
. براى حل مسأله، از مثلثات و دقيق�تر، از اعداد مختلط٣

نوشته شده به صورت مثلثاتى استفاده مى�كنيـم. بـا قـرار دادن
شكل هندسى مورد بحث در صفحه�ى مختلط، هر رأس را به
مختصات اعداد مختلطى وابسته مى�كنيم كه آن را به عنوان يك
نقطه با همان حرف نمايش مى�دهيم. فرمول�هاى جمع مربوط

، دورانeiαبه سينوس و كسينوس مبين آن هستند كه ضرب در 

AQ

M

P

N

C

D

B

٤شكل 
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 حول مبـدأ بـه دسـتαپاد ساعتـگـردى بـه انـدازه�ى زاويـه�ى 
مى�دهد.

دستگاه مختصاتى چنان اختيار مى�كنيم كه مبدأ آن در مركز
تـقـارن شـش�ضـلـعـى مـنـتـظـم بـاشـد. فــرض مــى�كــنــيــم،

  A1A2A3A4A5A6شش�ضلعـيـى در جـهـت سـاعـتـگـرد، و 
  A6A1B6 ،  A5A6B5 ،  A4A5B4 ،  A3A4B3 ،  A2A3B2

،C1 ،  C2 ،  C3   مثلث�هايى متساوى�الاضلاع، و A1A2B1  و 
  C4 ،  C5 و   C6بــه تــرتـــيـــب، وســـط�هـــاى قـــطـــعـــات 

  B1B2, B2B3 ,…, B6B1 باشند. از آن�جا كـه   B1 از دوران   A2

، به اندازه�ى A1  حول 
  

π
3

، در جهت پاد ساعتگرد به�دست آمده
است.

  

B1 = A1 + e
i
π
3 (A2 − A1) = (1− e

i
π
3 )A1 + e

i
π
3 A2

= e
−i

π
3 A1 + e

i
π
3 A2

به همين ترتيب،

  B2 = e
−i

π
3 A2 + e

i
π
3 A3

نتيجه مى�گيريم كه:

  
C1 = 1

2
(e

−i
π
3 A1 + A2 + e

i
π
3 A3 )

  
C2 = 1

2
(e

−i
π
3 A2 + A3 + e

i
π
3 A4 )

 را حول مبدأ، در جهت ساعتگرد،C1  از طرف ديگر، اگر 

بـه انــدازه�ى 
  

π
3

 دوران دهـيـم، نـقـطــه�اى بــه مــخــتــصــات

  

1
2

(e
−i

2π
3 A1 + e

−i
π
3 A2 + A3  را به �دست مى�آوريم كه همان(

  C2 :است؛ زيرا بنابه تقارن   A4 = −A1: و ،
  e

−2πi / 3 = −eπi / 3

همين استدلال را بـراى نـشـان دادن ايـن مـوضـوع بـه كـار
 حول مبدأ، در جهت ساعتگرد،Ci+1   از دوران Ciمى�بريم كه 

به اندازه�ى 
  

π
3

C1C2C3C4C5C6  ، به�دست مى�آيد. درنتيجه، 

شش�ضلعى منتظمى به مركز مبدأ است.

. اين مسئله شباهت بسـيـارى بـا مـسـئـلـه�اى دارد كـه در٤
مقدمه�ى اين بخش حل كرديم، و از همان نوع اعمال مثلثاتـى
بايد استفاده كنيم. شش�ضلعى مورد بـحـث را در دايـره�اى بـه

 مقـابـلAD و AB ،AC محاط مـى�كـنـيـم. اضـلاع Rشـعـاع 
2π  كمان�هايى به اندازه�هـاى  / 7 ،  4π / 6π   و 7 /  هستنـد.7

درنتيجه:

  

AB = 2R sin π / 7

AC = 2R sin2π / 7

AD = 2R sin 3π / 7

اتحادى كه مى�خواهيم اثبات كنيم، هم�ارز اتحاد مثلثـاتـى
زير است:

  

1

sin
π
7

= 1

sin
2π
7

+ 1

sin
3π
7

با حذف مخرج�ها به دست مى�آوريم:

  
sin

2π
7

sin
3π
7

= sin
π
7

sin
3π
7

+ sin
π
7

sin
2π
7

به اثبات اين برابرى مى�پردازيم. فرمول ضرب به جمع را
در مورد هريك از اين جـمـلات بـه كـار مـى�بـريـم و بـه دسـت

مى�آوريم:

  
−cos

5π
7

+ cos
π
7

= −cos
π
7

+ cos
2π
7

− cos
3π
7

+ cos
π
7

از آن�جا كه:
  2π / 7 + 5π / 7 = 3π / 7 + 4π / 7 = π

نتيجه مى�گيريم:
  cos2π / 7 = −cos5π / 7

  cos 3π / 7 = −cos4π / 7

كه برابرى را اثبات مـى�كـنـد [كـتـاب درسـى دبـيـرسـتـانـى
رومانى].

 اين اتحاد از قـضـيـه�ى بـطـلـمـيـوس كـه در مـوردتبـصـره:
 به كار رفته است نيـز بـه دسـتABCDچهارضلعى مـحـاطـى 

مى�آيد.
A1A4  . فـــرض مـــى�كـــنـــيـــم: ٥ = c ،  A1A3 = bو 

  A1A2 = a:مسأله�ى پيشين نشان مى�دهد .
  a / b + a / c =1

 مشابه�اند:B1B2B3   و A1A2A3  از آن�جا كه مثلث�هاى 
  B1B2 / B1B3 = a / b

درنتيجه:
  B1B2 = a2 / b

به همين ترتيب:

D

C

B

A

E

٥شكل 



شانز
ى 

وره�
د

م  
ده

    
ه�ى�

مار
ش

٣
هار 

 ب
 

١٣٨
٦

٣٥

  C1C2 = a2 / c

بنابراين:

  

SB + SC

SA

= a2

b2 + a2

c2

در اين صورت:

  

a2

b2 + a2

c2 > 1
2

(
a
b

+ a
c

)2 = 1
2

توجه داشته باشيد كه برابرى به اين علت ممكن نيست كه:
a / b ≠ a / c.اين مطلب نيمى از نابرابرى را اثبات مى�كنـد .

از طرف ديگر،

  

a2

b2 + a2

c2 = (
a
b

+ a
c

)2 − 2a2

bc
=1− 2a2

bc

A1A3A4 ،  A3A4  در مثلـث  = aدرنتيجه، با استفـاده .
از قانون سينوس�ها رابطه�ى

  

a2

bc
=

sin2 π
7

sin
2π
7

sin
4π
7

=
sin2 π

7

8sin2 π
7

cos2 π
7

cos
2π
7

             
  

= 1

8 cos2 π
7

cos
2π
7

= 1

4(cos
2π
7

+1) cos
2π
7

را به�دست مى�آوريم كه مخرج آن را با استفاده از فرمول�هاى
دو برابر زاويه، تبديل كرده�ايم. از آن�جا كه:

  2π / 7 > π/ 4, cos2π / 7 < cos π / 4 = 2 / 2

خواهيم داشت:

  

a2

bc
> 1

4
2

2
(1+ 2

2
)

= 2 −1
2

نتيجه مى�شود:
  a

2 / b2 + a2 / c2 <1− ( 2 −1) = 2 − 2

كه سمت راست نابرابرى مسـألـه را بـه اثـبـات مـى�رسـانـد
].١٩٩٥[المپياد رياضى بلغارستان، 

. حل مسأله مبتنى بر اين ويژگى دوازده ضلعى منتظم است٦
، به شش مثلث متساوى�الاضلاع٦كه مى�توان آن را مطابق شكل 

  P11P12Q6 ,  P9P10Q5 ,  P7P8Q4 ,  P5P6Q3 ,  P3P4Q2و 
  P1P2Q1 شـــــش مـــــربــــــع ،  P12P1Q1Q6 ،  P10P11Q6Q5,

  P8P9Q5Q4 ,  P6P7Q4Q3 ,  P4P5Q3Q2 و   P2P3Q2Q1و ،
 تجزيه كـرد. درQ1Q2Q3Q4Q5Q6  يك شش�ضلعى مـنـتـظـم 

∠  ، Q1P1Q2  مـثـلـث مـتـسـاوى�الـسـاقـيـن  P1Q1Q2 =150˚.
∠  درنتيجه:  Q1Q2P1 . از آن�جا كه:˚15=

  ∠ Q1Q2P1 + ∠ Q1Q2Q3 + ∠ Q3Q2P5 =15˚+120˚+45˚=180˚

 بر يك خط راست واقع�اند. به همينP5   و P1 ،  Q2  نقاط 
 بر خط راست قرار دارند. آنچه باقىP8   و P4 ،  Q3  ترتيب، 

 از مركز مربعP3P6  مى�ماند، نشان دادن اين نكته است كه خط 
  P4P5Q3Q2مـى�گـذرد، و ايـن مـوضـوع، از ايـن واقـعــيــت 

 نسبتP3P4P5P6Q3Q2  سرچشمه مى�گيرد كه شش�ضلـعـى 
23rd W.L. Putnam]بـه مـركـز ايـن مـربــع مــتــقــارن اســت 

Mathematical Competition, 1963].

 هندسى ممكن است، اما اعداد مختلط،ً. راه�حلى صرفا٧
تنظيم اطلاعات داده شده را بهتـر امـكـان�پـذيـر مـى�كـنـنـد. بـا
رأس�هاى مربع داده شده، مختصات زير را وابسته مى�كنيم:

  A(−1− i), B(1− i),C(1+ i), D(−1+ i)

، به�ترتـيـبN و K ،L ،M در اين صورت، مخـتـصـات 
عبارت�اند از:

  ( 3 −1)i, −( 3 −1), −( 3 −1)i, ( 3 −1)

 داراىNK و KL ،LM ،MNدرنتيجه، وسط�هاى قطعات 
)±  مختصات  3 −1) ± ( 3 −1)i و وسط�هاى قطعات AK،

BK ،BL ،CL ،CM ،DM ،DN و ANداراى مخـتـصـات 
زيرند:

  ±1± (2 − 3 )i 2)±   و − 3 ) ± i

2  اگر تمام موارد را توسط عامل  / 2( 3  ساده كنيم،(1−
ملاحظه خواهيم كرد كه دوازده رأس دوازده ضلعى، با تـمـام

اختيارات علامت�هاى بعلاوه و منها، عبارت�اند از:

  
± 2

2
± 2

2
i, ± 6 − 2

4
± 6 + 2

4
i, ± 6 + 2

4
± 6 − 2

4
i

با نوشتن اين اعداد به صورت مثلثاتى ملاحظه مى�كنيم كه
مى�شوند:

  cos2kπ /12 + i sin2kπ /12, k =0,1,2,…,11

درنتيجـه، مـخـتـصـات مـخـتـلـط رئـوس دوازده ضـلـعـى
موردنظر، ريشه�هاى دوازدهم واحـدنـد كـه ثـابـت مـى�كـنـد،

.[ 19th IMO, 1977]دوازده�ضلعى، منتظم است 
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